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Palabras previas

Este apunte surge para enfrentar una forma encubierta de arancel. Porque
aunque la Universidad es gratuita hay muchas maneras indirectas de cobrarnos
por estudiar, los que hacemos esta edicién denunciamos el abuso en el precio con
que se venden otras ediciones, privatizando el trabajo docente, que en definitiva
es propio de la Universidad y por tanto de todos.

Con el disfraz de la legitimidad, unos justifican el monopolio de la comercia-
lizacién; con el pretexto de la organizacion, otros engafian con rebajas a medias;
pero en cualquier caso, se nos separa a los estudiantes del CBC y a los de las
carreras para sacar ventajas de una falsa divisién.

Por eso, no hacemos esta gufa de copados que somos ni porque busquemos
apuntes baratos y ya: este esfuerzo es la confirmacién practica de nuestra afirma-
cién sobre el precio excesivo de otras ediciones; es el ejemplo de que un grupo
de estudiantes hartos de que nos estafen somos capaces de encarar proyectos
grandes con seriedad; es una invitacién para que te animes a pelear por lo que
creas justo, y es nuestra forma de luchar por la desarancelizacién completa de
la UBA en una Argentina mads solidaria.

En www.slm.org.ar/cbe podés bajarte GRATIS ésta y todas las guias que
tenemos. La péagina tiene mucha mds informacién sobre nosotros: te conta-
mos quiénes somos, justificamos lo que acd puede parecerte descolgado, publi-
camos nuestras novedades, te ofrecemos varias formas de contactarnos y algunos
etcéteras més.

Desde ya que también nos importa conocer tu opinién. Escribinos tus co-
mentarios, correcciones o sugerencias sobre esta guia a cbc@slm.org.ar o, so-
bre cualquier otra cosa que para vos sea importante o quieras preguntarnos, a
hola@slm.org.ar.

Conocenos por lo que hacemos, no por nuestros carteles.

Por dltimo, esta guia no hubiera sido posible de no ser por el esfuerzo de
SLM!, Nicolds y Patricia. GRACIAS.
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Practica O

Repaso

Nota a los alumnos. Los temas que se incluyen en esta prdctica se suponen
conocidos por ustedes. Debido a que el conocimiento de los mismos serd nece-
sario a lo largo de todo el curso, es fundamental que a modo de repaso, resuelvan
estos ejercicios consultando bibliografia y/o al docente.

0.1. Ejercicios
Ejercicio 0.17  Calcular:

@ 1-(G+5+1+3)

) B-(G+h-10-2+d)

© i

@ 3-G+s)-(1-9)+2G+%) -BE -1 -5G+)

Ejercicio 0.2 Verificar las igualdades:

Ejercicio 0.3 Calcular:
o\ —1 2
1 /1 1\ 1.1
(a) (g - (Z + 5) ) © <27 "3

o G e )
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Ejercicio 0.47  Ordenar de menor a mayor:

@ 3,575
) -3~} o
2

(©) 2,3, -3 % —v2,3V3, 3, -, m, =72, (—m)%, (100)*/2, (100)~1/

©f

Ejercicio 0.5V Si tuviera que elegir la parte mas grande de una fortuna F,
;cudl de las dos fracciones elegiria,

n n?—1

de F 6 de F' 7
n+1

Ejercicio 0.67  Analizar la validez de las siguientes proposiciones; dar un con-
traejemplo para las que no son vélidas.

(@) Vab=va-vh a>0;6>0 () a™" =a"-a" a#0
() (a+b)*=a® 4+ () a 2= a#0

(¢) Va+b=ya+vbh (k) a2=-a®> a#0

(d) Va®=a 1) (@) =a™™  a#0
(e) (22)" =22 (m) a®=1  a#0

() (23)" =29 () V36-a=6-yva a>0
() VaZ>0 () VB+Bla=5-va a>0
W Fp=1+3 (0 E=1p5

Rtas: V,F,F,F,V,F,V,F,V,F,F,V,V,V,F,F.

Ejercicio 0.7V Una solucién se dice mas concentrada que otra si tiene mayor
proporcién entre la sustancia activa y el diluyente que la otra.

El boticario tiene un botellén de 1 litro y medio donde 1/5 es sustancia
activa y un bidén de 2 litros donde 2/3 es sustancia activa. (En cudl de los dos
envases la solucién es mas concentrada?

Ejercicio 0.87 El precio de un equipo de audio con el 15% de descuento es
de $3.417. ;Cudl era el precio original?

Ejercicio 0.97  Hallar dos niimeros cuyo producto sea 4 y que sumen 6.

PRACTICA 0. REPASO 6

Una expresién de la forma az? 4+ Bz + v siempre se puede escribir como un
factor por un binomio al cuadrado més una constante az?+Bx+v = a(r+b)?+d.

Completar cuadrados es encontrar, para cada expresién ax? + Sz + 7, los
coeficientes a, b y d para que la igualdad se verifique para todo valor de z.

Por ejemplo:

32+ -1 = 3<r2+7rf—>

Il Il
w w
8 E‘m
+ +
(=
~ ~ (=]
o 8
| +
= —
(SRS =
~——— N
S
~_
|
—
=
S~——
I~
|
W=
~__—

Ejercicio 0.107 Completar cuadrados en cada una de las expresiones sigu-
ientes:

(a) P(z) =622 — 61— 12 (d) P(z) =1522 — 8z + 1
(b) P(x) =92% — 12z +4 (e) P(x)=32%—5z—2
(c) P(x) =22 -7z +3 (f) P(z) =22+ 22 — V2

Ejercicio 0117 Resolver, para cada una de las expresiones del ejercicio an-
terior, las ecuaciones de segundo grado P(z) = 0.

Ejercicio 0.127 Representar en el plano:

A =(2,2) Ay =(2,0) A7 = (V2,1) A = (V2,-1)
Ay =(3,-1) As = (% %) Ag = (*\/i 1) A =(0,-1)
Az = (=1,4) A= (-1,-7) Ag=(—v2,-1)  Ap=(31+2)

Ejercicio 0.137 Representar en el plano los siguientes conjuntos

Ar={(z,y)/z =1} As={(z,y) /z =y}

Az ={(z,y) /= =2} Ar = {(z,y) /= = 2y}
Az ={(z,y) /y <2} Ag = {(z.y) [z =2y + 1}
Ar={(z,y)/ -3<y<2} Ag = {(z,y) /2.y < 0}
As ={(z,y) [z =1y <2} Aro = {(z,y) /zy =0}
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Ejercicio 0.147  Definir algebraicamente los siguientes conjuntos del plano: Ejercicio 0.167 Sea S la circunferencia de radio 1 y centro en el origen. Sea
a un angulo, 0 < a < 360°, con vértice en el origen, uno de cuyos lados coincide

con el semieje positivo de las z. Sea P el punto donde el otro lado de « interseca
a S.Si P=(z,y), se define cosa = z; sena = y.
(a) F (d) P
a
(b) (e) ‘ I

w
<

o
=y

4
(a) ;Cuénto valen sen 90°; cos 180°; cos 270°; sen 180°7

5 (b) Decidir si son positivos o negativos sen 37°; cos 224°; sen 185°.

(©) (c) Para todo a se tiene sen?a + cos?a = 1. ;Por qué? Deducir que —1 <
sena <1yque —1<cosa <1.

Ejercicio 0.1537  Sean los siguientes subconjuntos del plano: (d) ;Cudnto valen sen 90°, cos 180°, cos 270°, sen 180°7
A={(wy)/s<w<2;-1<y<1}
B={(e.y)/a®+y? <1} (e) Decidir si son positivos o negativos sen 37°, cos 224°, sen 185°.
C={(z,y)/v=—y} (f) Para todo a se tiene sen®a + cos?a = 1. jPor qué? Deducir que —1 <

D:{(z,y)/xzé;yﬁf% sena <1y que —1 <cosa <1.

E:{(z,y)/0<z<§;0<y<§}

Hallar gréficamente AUB; ANB; BNC; AUD; AnD; BNnD; EUB;
E N B; AN E. Verificar que E C B.




Practica 1

Vectores en R? y R3

1.1. Definiciones y Propiedades

Una flecha, que sirve para representar cantidades fisicas (fuerzas, veloci-
dades), es un vector. Para dar un vector necesitamos un origen (A) y un ez-
tremo (B) que lo determinan totalmente, proporcionando su direccién, longitud
y sentido.

S

Vectores equivalentes son los que tiene igual direccion, longitud y sentido.
Los siguientes vectores son todos equivalentes a v

//
/

Los vectores se pueden sumar. La suma (v + w), de v y w es equivalente a
una de las diagonales del paralelogramo de lados v y w.

También se puede multiplicar un vector por un nimero (escalar).

Sy % Ty 2v

El resultado es un vector de igual direccién que el dado, el nimero afecta la
longitud y el sentido del vector.

En el plano R? los puntos estén dados por pares de nimeros reales (sus
coordenadas); para dar un vector bastard dar dos pares de nimeros reales que
caractericen su origen y su extremo.

v = AB esté dado por A= (1,2) y B = (5,3)

w = OC esté dado por O = (0,0) y B = (2,1)
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(6] 1 2 5

Algo anilogo se puede decir en el espacio de tres dimensiones R?; ahora,
cada punto, en particular el origen y el extremo de un vector, estard dado por
una terna de nimeros reales.

v = AB esté dado por A = (2,4,3) y B = (4,10,6)

w = OC estd dado por O = (0,0,0) y B =(2,0,0)

A/

z

En adelante trabajaremos con vectores cuyo origen O tiene todas sus co-
ordenadas iguales a cero (O = (0,0) en R%, O = (0,0,0) en R?) identificado
entonces el punto A con la fecha OA.

Dados Ay Ben R? A= (aj,as) y B = (by,bs), definimos la suma

A+ B = (a1 +by,az + b2)
y el producto por un escalar ¢ € R
cA = (caq, cas).
Anélogamente, en R?, si A = (a1,az2,a3) y B = (b1, b2, b3), la suma
A+ B = (a1 +b1,a2 + by, a3 + b3)
y el producto por un escalar ¢ € R

cA = (caq, cag, cag).
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Propiedades:
» A+ (B+C)=(A+B)+C
" A+B=B+A

SiceR, c(A+B) =cA+cB

SicpeRye €R, (c1+)A=c1A+ Ay (c1-c2)A =c1(c24)
s O+A=A4A
n1A=A
" A+ (-1)A=0
» OA=0
Notacién: —A4=(-1)A
Propiedades: En este contexto,

« AB es equivalente a CD si y s6lo si D — C = B — A; en particular, AD es
equivalente a OP si ysblosi P=B— A.

« AB y CD son paralelos o tienen igual direccidn si existe k en R, k # 0 tal
que B—A=k(D-C).Sik>0, AB y CD tienen igual sentido; si k < 0,
AB y C_D’ tienen sentidos opuestos.
Longitud de un vector

En R2 si v = (v1,v2), la norma o longitud de v, que notaremos ||v||, es

vl = Vi + 3.

V,

Vl

‘Anélogamente, en R?, si v = (v1,v2,v3) la norma o longitud de v es ||v]| =
Vo + 3+ 03
Propiedades:

= Si A= 0, entonces ||Al| = 0; A # O, entonces ||A| > 0.

= Al =1l = Al

= SiceR|cAl = -|A].

= Desigualdad triangular: [|A + B| < [|A| + || B]|.
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Si Ay B son dos puntos de R?, la distancia entre A y B es la longitud del
vector B — A (equivalente a AB) y se nota d(A, B) = | B — A||

B-A A
Anélogamente, en R?, la distancia entre dos puntos A y B es d(4,B) =

1B — Al
Un vector A se dice unitario si [|Af = 1.

Angulo entre dos vectores

Llamaremos dngulo entre A y B al dngulo 0(A, B) que determinan los dos
vectores y verifica 0 < 6(A, B) < 7.

Producto interno o escalar

Dados dos vectores A y B llamaremos producto interno (o escalar) de Ay
B al ntmero real A- B = ||Al|||B||cos@ con 6 = 6(A, B)).

Propiedad:
1
A-B=3 (IBI? + AP~ 1B~ AJ?) .

En particular si A y B son vectores en el plano, A = (a1,a2) y B = (b1, b2),
A-B=a1b; + asbs.
En R3 si A = (a1,a2,a3) y B = (b1,b2,b3), A- B = ayby + asbs + azbs

Observaciones:

= El producto escalar de dos vectores es un niimero real.

- 4] = VA A
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Propiedades:
" A-B=B-A
" A-(B+C)=A-B+A.-C=(B+(C)-A
» SikeR, (kA)-B=k(A B)=A-(kB)
" SiA=0,A-A=0.SiA#0A-A>0
= Desigualdad de Cauchy-Schwarz: [A - B| < ||A]| - || B]|

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce que si A y B son ambos
distintos de cero, vale
A-B

“1< 5 <
Al 1Bl

1
Propiedad: el dngulo entre dos vectores Ay B (0 = 6(A,B)) es el tnico

dngulo 0 entre 0 y m que verifica cosf = %A

Diremos que dos vectores Ay B son ortogonales o perpendiculares si A - B = 0.

Producto vectorial

Si A = (a1,az2,a3) y B = (b1, bz, b3) son vectores de R3, el producto vectorial
de Ay B es:

A x B = (asbs — asba, agby — arbs, arby — asby).

Observacién: El producto vectorial de dos vectores de R? es un vector de R3.
Propiedades:

= AxB=-BxA

" AX(B+C)=AxB+AxC

" (B+C)xA=BxA+CxA

» SikeR, (kA) x B=k(Ax B)=Ax (kB)

n AXA=0

= A x B es perpendicular a Ay a B

v |4 x BI* = |AIP|IB|* - (A- B)?

» |A X B|| = ||A| - |B]| - |sen6| donde 6 es el dngulo formado por A y B.

Observacién: De la ultima propiedad se deduce que ||A x B|| es el drea del
paralelogramo de vértices O, A, B, A+ B.
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Rectas

Dados en el plano R? un vector A y un punto P la ecuacion paramétrica de
la recta L que pasa por P en la direccién de A es:

X=tA+P (teR).

Si A = (a1,a2) y P = (p1,p2), se escribe: (z,y) = t(a1,a2) + (p1,p2) 6

T =ta; +m,
y =taz + p2

Si ¢ = asp1 — a1pe, la recta L es el conjunto de soluciones de la ecuacién
axr — a1y = c.

Para describir una recta en R? podemos utilizar la ecuacién paramétrica
X =tA+ P (donde X = (z,y)) o utilizar la ecuacién implicita az + by = c.

Dados en R? un vector A y un punto P la ecuacién paramétrica de la recta
L que pasa por P en la direccién de A es:

X=tA+P (teR).

Si A = (a1,az,a3) y P = (p1,p2,p3) tenemos (z,y,z) = t(a1,a2,a3) +
(p1,p2,p3) 6

T =tay +p;
y =tas +p2
z =taz + p3

Sic=aspr —aip2 y d = agpa — azps, la recta L es el conjunto de soluciones
de sistema
T — a1y = ¢
agy —azz =d

Para describir una recta en R3 podemos utilizar la ecuacién paramétrica

X =tA+ P (donde X = (z,y,2)) o un sistema de dos ecuaciones lineales con
tres incognitas.

Angulo entre dos rectas

Para definir el dngulo entre dos rectas usaremos sus vectores direccién,
eligiendo entre los dngulos que éstos forman, el tnico ¢ tal que 0 < 0 < /2.

Dos rectas en R? 6 en R? son perpendiculares si sus direcciones lo son.

Dos rectas en R? 6 en R? son paralelas si sus direcciones lo son.
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Planos en R?

Dados un vector N y un punto Q de R?, la ecuacidn del plano II que pasa
por @ y es perpendicular a N es IT: (X — Q) - N = 0. El plano es el conjunto
de todos los puntos de X tales que (X — @) es perpendicular a N. Diremos que
N es un vector normal al plano.

Si X = (z1,%2,23) y N = (a,b,c), la ecuacién resulta:

II:ar; +bre +cxz =d (donde d = Q- N).

Dos planos son paralelos si sus vectores normales lo son. Una recta es paralela
a un plano si el vector direccién de la recta y el vector normal al plano son
perpendiculares.

Dados un punto P y un plano II cuya normal es N, se define distancia de P
a II como la distancia de P a P’, donde P’ es el punto de interseccién del plano
IT con la recta de direccién N que pasa por P.

Si @ es un punto en el plano, esta distancia es:

apm = @D M ];ﬁ il

Si P = (20, Y0, 20) ¥y I : ax + by + ¢z = k entonces:

lazo + byo + czo — k|
VaZxrrae

En el desarrollo de la préctica, para simplificar la notacién, suprimiremos
las flechas arriba de los vectores.

d(P,1I) =

Vectores en R"

Llamaremos punto o vector en R™ a la n-upla X = (21,22, 3,...,z,) donde
T1,T9,%3,...,T, son nimeros reales. Estos niimeros son las coordenadas de X.

Si A = (a1,a2,as,...,a,) y B = (b1,b2,bs,...,b,) decimos que A = B siy
s6lo si ay = by, ag = by, a3 =bs, ..., a, = by.

Definimos la suma A+ B = (a1 + b1, a2 + ba, ..., an + by) y el producto por
un escalar (¢ € R) cA = (cay, cag, cas, . .., cay).
Propiedades:

" A+(B+C)=(A+B)+C

« A+B=B+A

n SiceR,c(A+B)=cA+cB

" Sici ERyeER, (a1 +@)A=c1A+ Ay (c1c2)A = c1(c24)
s 04+A4=4 s A+ (-1)A=0

n 1A=A " 0A=0
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Notacién: —A4=(-1)A

Llamaremos norma de A = (a1, as,as, ..., a,) al nimero

|Al| = +/a? + a3 +--- +a2.

Propiedades:
= Si A= 0, entonces ||Al| = 0; si A # O, entonces ||A| > 0.
= Al =1l — Al
= SiceR, [[cA] = |c] - [|A4].
= Desigualdad triangular: [|A + B|| < [|A| + || B]|.

Si A = (a1,a2,as3,...,a,) y B = (b1,b2,bs,...,b,), llamaremos distancia
entre A y B a la longitud del vector AB

Ad(A, B) = ||B — Al = /(b1 — a1)2 + (b2 — a2)2 + - + (by — a)?

Si A = (ay,as,a3,...,a,) y B = (b1,b2,bs,...,b,) llamaremos producto
escalar de A'y B al ntimero real

A B =aib +asby + -+ ayb,
Propiedades:
= A-B=B-A
= A-(B+C)=A-B+A-C=(B+C)-A
= SikeR, (kA)-B=Fk(A-B)=A-(kB)
" SiA=0,A-A=0.SiA#0A-A>0
= Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |[A - B| < || 4] - || B||

Dados en R™ un vector A y un punto P la ecuacion paramétrica de la recta
L que pasa por P en la direccién de A es:

X=tA+P (t€R).
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1.2. Ejercicios

Ejercicio 1.17 Dibujar en el plano:

4 B
2 A/
O‘ 4 7

(a) dos vectores equivalentes a v;
(b) un vector w # v de igual longitud y direccién que v, con origen A;

(¢) un vector u con origen O, de igual direccién y sentido que v y de longitud
igual a la mitad de la longitud de v.

Ejercicio 1.27 Sean A = (3,2); B = (—1,5); y C = (2,2)

(a) dibujar v=CA; w=CB;u=v+w;z=W-—Vv;u+22v+w

(b) calcular y dibujar A —C; B—C; (A—C)+ (B — C) y compararlos con v,
Wy u.

Ejercicio 1.37  Efectuar las operaciones indicadas y graficar:

(a) A+ B; A+2B; A—B; A+ éB; A-3B,si A=(3,2) y B=(2,4)

(b) A—3B; A+C—B;2A-2(C+B),si A= (1,2,0); B = (2,0,0)y C = (1,1,1)

Ejercicio 1.47 Hallar, si es posible, z, y y z tales que:

(@) (w2 +1)=(3,9)

(b) 2z+y,z—2y)=(1,3)

(c) (2,4) =2z +y,x —2y)

(d) (1,2,3) = 2(2,4,3) + y(1,2,12) + 2(0,0,3)
(e) (1,5,4) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)
(f) (a,b,c¢) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)
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Ejercicio 1.57 Determinar Q para que el vector AB sea equivalente a PQ si:
(a) A=(1,2); B=(0,2); P=(3,1)

(b =(1,2); B=(-1,3); P = (4,4)

(c

) A
) A=(1,3,1); B=(1,2,1); P =(0,0,2)
(d) A=(0,0,0); B=(3,21); P=(1,0,0)

Ejercicio 1.67  Entre los vectores AB; PQ; QR; SQ; BQ y BP hallar todos
los pares de vectores paralelos. ;Cudles de ellos tienen el mismo sentido?

A=(1,3,1) P =(2,0,-3) R=(2,-1,4)
B=(0,-1,2) Q=1(-2,-94) §=(0,-8,5)

Ejercicio 1.77  Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento AB
para:

(a) A=(-2,-1); B=(4,-1) (c) A=(1,2,3); B=(3,2,1)

(b) A=(0,0,0); B =(2.4,6)

Ejercicio 1.87 Sean A, B, C'y D cuatro puntos en el plano tales que AC//BD.

Si M; es el punto medio de AB y M el punto medio de C'D, probar que
M M,//AC.

Ejercicio 1.97 siA= (1,-2,2), B =1(2,-2,2) y M el punto medio de AB,
hallar P tal que M P sea:

(a) equivalente a AB

(b) paralelo a AB pero de distinto sentido

Ejercicio 1.107 Calcular la longitud de los vectores (3,0); (2,1); (—3,—4);
(V3,V3,v3); (=2,3,0); 3(2,3,6)

Ejercicio 1.117  Graficar en el plano el conjunto § = {(z,y) € R¥/||(z,y)|| = 1}.

Ejercicio 1.127  Hallar la distancia entre A y B si:

(a) A=(1,-3); B= (4. 1) (c) A=(4,-2,6); B =(3,—4,4)
(b) A=(4,-2,6); B =(3,-4,4)
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Ejercicio 1.1§T Determinar todos los valores de k tales que:
(a) ||A|| =2si A= (1,k,0)

(b) d(A,B)=2si A=(1,1,1); B = (k,—k,2)

(c) Al =1si A=k(2,2,1)

Ejercicio 1147 Siv= (2,-1,1); w = (1,0,2); u = (—2,—2,1), calcular:

@) llv+wl (@) [3v + 3w @ ||yl
®) vl + [lwll (d) [lv =l () Iv+w—ul
Ejercicio 1.157 Siu= (a, b, ¢), calcular la norma del vector HTluu

Ejercicio 1.187 En cada caso encontrar los dos vectores unitarios que tienen
la misma direccién que A.

(a) A=(3,-1) (c) A=(2,-3,6)

(b) A=(0,3,0) (d) A=(a,b,c)

Ejercicio 1.177  Hallar un vector de longitud 5, de origen O y paralelo a AB
siA=(1,2,1)y B=(1,0,—1)

Ejercicio 1.187

(a) Sean A = (1,2); B = (=1,-2); C = (-2,1); D = (1,0); E = (0,0);
F = (z,y); calcular

- A-B wv- B-C vil- F-A
- A-C v- B-(C+ D)
- A-E vi- (D-C)-A vil- F-E

(b) Sean A = (1,1,1); B = (1,—1,0); C = (2,—1,—1); D = (2,3,—1); E =
(—1,0,2); calcular

- A-B - A- (2B -3C) vil- D-(A+E)
- A-C v- A-D
m- A-(B+C) vI- A-E
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Ejercicio 1. 197

(a) Encontrar y representar en el plano todos los vectores (z,y) ortogonales a:

- A=(1,2) - By =(1,0) - Ey = (0,1)

(b) Encontrar todos los vectores (z,y,z) de R® ortogonales a:

- By =(1,0,0) - Es = (0,0,1) v- By E3
- E> =(0,1,0) v- E1y Ey VI- Ey y E3

Ejercicio 1.207 Dados A = (1,-2) y B = (3,4), hallar todos los vectores
(2, y) de R? tales que A - (z,y) = A- B.

Ejercicio 1.217

(a) Encontrar un vector ortogonal a (1, 1) de longitud 8. ;Es tinico?

(b) Encontrar todos los vectores ortogonales a (0, 0, 1) de longitud 1; dibujarlos.
(c¢) Encontrar un vector que sea ortogonal a Ay a Bsi A= (1,2,—-1)y B =

(2,0,1).

Ejercicio 1.227 Hallar el angulo que forman A y B en los siguientes casos:

(a) A=(1,1), B=(-1,0) (¢) A=(1,V3), B=(-2,2V3)
(b) A=(1,2), B=(-2,1) (d) A=(2,1,1), B=(1,-1,2)

Ejercicio 1.237  En cada caso, encontrar B tal que
(a) SiA=(1,1), a(4,B) =45y [ B =2
(b) Si A= (-1,0), a(A,B) = /3y || B =1

Ejercicio 1.247  Encontrar una ecuacion paramétrica de:
(a) la recta que pasa por (1,3,—1) y tiene direccién (1, —2,2);
(b) la recta que pasa por (1,1) y (2,3);

(c) la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta que contiene a A =
(2,-2,1)y B=(-3,2,1);

(d) dos rectas distintas Ly y La que pasen por (—2,1,2) y sean perpendiculares
alarecta Lt X = p(2,2,-2) + (1,0,1).
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Ejercicio 1.257  Encontrar la interseccién de cada par de rectas.
(a) X =p(2,2,2)+(1,0,0) Y =p(-1,-1,-1) 4+ (0,-1,-1)
(b) X =pu(1,3,1)+ (0,-1,2) Y =p(2,-1,0)+(1,1,2)

(¢) X =X(2,-2,1)+(3,0,2) Y =A(2,1,-1)+(-2,1,2)

Ejercicio 1.267 SiA= (1,2,2), B=(-1,1,2), C = (-2,2,-1), calcular:

AxB AxC (AxB)xC (AxB)-C
Bx A Ax (BxC) (AxB)-A

Ejercicio 1.277 Hallar v, de norma 1, que sea ortogonal a A = (1,1,1) y a
B=(1,1,-1)

Ejercicio 1.287  Calcular el rea de:

(a) el paralelogramo de vértices O, A, By (A+B)si A= (2,1,0)y B = (1,5,0)
(b) el tridgngulo de vértices A = (1,3,2), B = (1,5,0) y C = (1,1,-2)

Ejercicio 1.267  Encontrar una ecuacién del plano perpendicular a N que
pasa por P si:

(a) N=(1,2,-1); P =(5,3,3) (¢) N=(1,1,-1); P=(2,-5,-3)
(b) N=(0,-1,2); P=(1,1,1)

Ejercicio 1.307 Encontrar una ecuacién del plano que contiene a A, By C
si

(a) A=(1,1,0); B=(2,3,0); C = (-1,-2,0)

(b) A= (1,0,0); B = (0,1,0); C = (0,0,1)

() A=(2,-1,3); B=(21,1); C = (2,3,2)

Ejercicio 1.317
(a) Hallar una ecuacién del plano II que contiene a los ejes z ¢ y.

(b) Hallar una ecuacién del plano II' que pasa por (1,1,—2) y es paralelo al
plano II.
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Ejercicio 1.327  Sill: z +y — 2z = 2, hallar

(a) un vector N, normal a IT;

(b) dos puntos distintos de II;

(¢) un plano II; paralelo a II que pase por el origen;
)

(d) un plano II, paralelo a IT que pase por P = (1,1, —2).

Ejercicio 1.337 Si L: X = a(1,—1,3) + (0,2,1) y A = (1,2, -3),
(a) hallar una ecuacién del plano II que contiene a L y al punto A4;
(b) hallar una ecuacién de la recta L' perpendicular a IT que pasa por A;

(¢) calecular LNITy L' NIL

Ejercicio 1.347 Sea IT: 2z — y + 4z = 6

(a) Encontrar una ecuacién de la recta L perpendicular a IT que pasa por R =
(-1,3,2).

(b) Hallar el punto @, interseccién de la recta L con el plano II, y calcular

[R-Ql
(¢) (Cudnto vale d(R,II)?

Ejercicio 1 .357

(a) Dar una ecuacién del plano II que contiene a las rectas L: X = A\(1,2,—1)+
(3,0,0) y L' X = A(=2,-4,2) + (0,1,1)

(b) Si L: X = A(1,2,0) + (1,1,1), dar una ecuacién del plano II que contiene a
Ly tal que la recta L': X = \(—1,0,1) + (1,2,3) es paralela a II.
Ejercicio 1.367

(a) Hallar la distancia entre P = (2,2, 1) y el plano que contiene a las rectas L:

X =M1,2,-1)+(1,3,2) y I: X = a(2,-1,3) + (3,2,5)

(b) Hallar la distancia entre P = (2,1) y la recta L: z + 2y = 3.
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1.3. Ejercicios Surtidos

Ejercicio 1.17  Sean enR2 A = (2,2), B=(3,1),y C = (-2, —1), determinar:

(a) tres puntos distintos Dy, Dy y D3 tales que CDy,C' Dy y C' D3 sean paralelos
a AB;

(b) D tal que CD y AB sean paralelos y de igual longitud;
(¢c) P sobre el eje x tal que OP tenga igual longitud que AB;

(d) una condicién necesaria y suficiente sobre z e y para que P = (z,y) sea tal
que OP tenga igual longitud que AB.

Ejercicio 137 sid= (2,-3)y L: X =\(3,4), determinar:

(a) todos los puntos que estdn en la recta paralela a L que pasa por A y que
distan 2 de A;

(b) el punto P de la recta L que estd a menor distancia de A, jcudnto vale
(P—A)-(3,4)7

Ejercicio 1.37  Encontrar todos los puntos P = (z,y, 2) de R? tales que:

(a) d(P,O)=1

(b) d(P,A) =1si A=(1,1,0)

(¢) P estden el plano z =0y d(P,(1,1,0)) =1

(d) P estd enlarecta L: X = X(0,1,0) 4+ (1,0,0) y d(P,(1,1,0)) =1

Ejercicio 1.4 Sea P = (2,1,-1)
(a) siIl:xy + xy — x3, jcudl es el punto de IT a menor distancia de P?

(b) si L: X = X(1,3,1) 4+ (2,2,0), ;cudl es el punto de L a menor distancia de
p?

Ejercicio 1.5 Si P = (=1,-3) y L: X = A(1,-1) + (1,0), cudl es el punto
de L a menor distancia de P?

Ejercicio 167 Si A= (2,1), B = (5,1) y C = (1,0), hallar D para que
ABCD sea un paralelogramo.
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Ejercicio 1.77  Sean en R? A = (2,0) y B = (1,1), hallar:

(a) todos los puntos de R? que equidistan de A y B.

(b) C de modo que el tridngulo ABC' sea equildtero, jes C tnico?

(¢) una recta que pase por By que forme un dngulo de 45° con AB.
)

(d) D de modo que el tridngulo ABD sea recténgulo en D e isésceles.

Ejercicio 1.87  Sean II: z3 = 0y L: X = X(1,1,—2), hallar una recta L’
contenida en IT que sea perpendicular a L. ;Es tinica?

Ejercicio 1.97 Sean II: 23 =0y L: X = X(0,0,1), hallar una recta L’ con-
tenida en II que sea perpendicular a L. jEs tinica? ;Cudl es la diferencia con el
ejercicio anterior?

Ejercicio 1.107  Probar las siguientes igualdades e interpretarlas geométrica-
mente:

(a) |[A-B||=]|[A+B|<A-B=0
(b) ||A+ B|?>=||A|*+||B||> & A- B =0 (Teorema de Pitdgoras)

Ejercicio 1177 Sea A un vector de longitud 3; si B es un vector que forma
un dngulo de 45° con A y tal que (A — B) es ortogonal a A, calcular || B||.

Ejercicio 1.127 Dado A = (2,1,5), determinar si existe B tal que Ax B =C
en los siguientes casos:

(a) C=(2,1,-1) (b) C = (3,1,-1)

En caso de existir, jes tnica la solucién? ;Se puede determinar la existencia
0 no existencia de B sin calcularlo? ;Cémo?

Ejercicio 1.137 Secan A = (1,0,1) y C = (—2,1,2); determinar todos los B
talesque Ax B=CyA-B=1.

Ejercicio 1147 SiA= (2,2,0) y B = (z,y,2), determinar una condicién
necesaria y suficiente sobre (z,y,z) para que A x B = 0.

Ejercicio 1.157  Con los puntos A = (1,-1,0); B=(2,1,2) y C = (1,-2,1)
se pueden armar tres paralelogramos ABCD;, ABCD, y ABCDs3. Hallar el
4rea de cada uno de estos paralelogramos y el area del tridngulo Dy D5 Ds.

Ejercicio 1.167 Sean L: X = B>+ Lk k+7) y I 4+ 2y — 32 = 2;
determinar todos los valores de k para los cuales L NIl = @.
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Ejercicio 1177 Sean L: X = 6(2,3,-1) y II: &1 + 229 = 0; determinar:
(a) todos los puntos de R? que estén a distancia v/5 de II.

(b) todos los puntos de L que estén a distancia v/5 de II.

Ejercicio 1.187 Seallel plano dado por X = a(0,2,1)+/(2,3,0)+(—1,0,1);
encontrar las ecuaciones de:

(a) dos rectas Ly y Lo, perpendiculares entre si, ambas contenidas en II.

(b) una recta L’ contenida en II que sea perpendicular a la recta L: X =
t(—2,3,1) +(2,1,2).

Ejercicio l.lt‘ﬁ SiIIy: 3zq + 2w9 — 623 = 1y Iao: —3zo + 423 = 3, hallar
todos los puntos P de R? que verifican:

(a) d(P,TI}) = d(P,TIy) (b) d(P,TI;) = d(P,1I,) = 2

Practica 2

Sistemas lineales y matrices

2.1. Definiciones y propiedades

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incdgnitas es un conjunto de m

ecuaciones lineales en las variables (z1, %2, ..., %y):
anry  +  ar2 + + anpr, = b
a1T1  +  agpry 4+ 0 A+ T, = b
oo+ b+ + =
Am1T1 + Gmary + + amnTn, = b

donde las a y las b con subindices representan constantes.

Cuando b; = 0 para todo i, 1 < i < m, se dice que el sistema es homogéneo.
Una n-upla (s1, S2, ..., S,) es una solucién del sistema si y s6lo si al reemplazar
xz; por s;, 1 < i < n, se satisface cada una de las m ecuaciones. Un sistema se
dice incompatible si no tiene ninguna solucién. Un sistema se dice compatible
si tiene alguna solucién. Si un sistema compatible tiene una solucién dnica es
determinado, y si tiene infinitas soluciones es indeterminado.

Por matriz ampliada o matriz aumentada del sistema, entendemos el arreglo
rectangular de nimeros:

air a2 o Qi | b
a1 az o agn | bo
m1 Am2  * Qmp | by

En general, dados los nimeros naturales n y m, se llama matriz de m filas
y n columnas con coeficientes reales, al arreglo rectangular

a1 a2 - Qin

a1 Q2 -t Q2
A=

aAml Am2 - Gmn

donde a;; € R. Abreviadamente A = (a;).

26
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Llamamos filas de A a las n-uplas A; = (a;1,a;2,...,0,) coni =1 ,m;
llamamos columnas de A alas m-uplas A7 = (ay;,agj,...,am;)conj=1,...,n
Ay
Ao
Con esta notacién, A = (A, A%,...  A") y también A = .
Am

Decimos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen el
mismo conjunto de soluciones.

Propiedad: Las siguientes operaciones sobre las ecuaciones de un sistema dan
lugar a un sistema equivalente al dado:

= Multiplicar una de las ecuaciones por una constante no nula.
= Intercambiar dos de las ecuaciones.
= Sumar un multiplo de una de las ecuaciones a otra ecuacién.

Las anteriores operaciones sobre las ecuaciones se corresponden con las sigu-
ientes operaciones sobre las filas de la matriz aumentada del sistema. Se denom-
inan operaciones elementales sobre las filas:

= Multiplicar una de las filas por una constante no nula.
= Intercambiar dos de las filas.
= Sumar un multiplo de una de las filas a otra fila.

El método de eliminacion de Gauss para resolver sistemas lineales, con-
siste en llevar la matriz aumentada del sistema planteado, via la aplicacién
sistemédtica de operaciones elementales sobre sus filas, a la forma escalonada en
las filas reducidas, que a continuacién describiremos. La resolucién del sistema
resultante, que es equivalente al original, es inmediata.

Se dice que una matriz se encuentra en la forma escalonada en las filas
reducidas, si se cumplen las siguientes condiciones:

Si una fila no consta inicamente de ceros, entonces su primer coeficiente
no nulo es un 1 (a este 1 se lo denomina 1 principal).

Si existen filas que constan sélo de ceros (filas nulas), se agrupan en la
parte inferior de la matriz.

Si dos filas son no nulas, el 1 principal de la fila inferior se presenta més
a la derecha que el 1 principal de la fila superior.

Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demés
posiciones.

Si una matriz tiene sélo las primeras tres propiedades se dice que estd en la
forma escalonada en filas.

Llamaremos rango fila (o rango) de la matriz A al nimero de filas no nulas
que tiene la matriz escalonada en las filas equivalentes a A.

En el conjunto de las matrices de m filas y n columnas con coeficientes
reales, notando R™*" estdn definidos la suma y el producto por escalares, de
las siguiente manera: si A = (a;;) € R™*", B = (b;) € R™*™ y k € R, entonces
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A+ B = (ai; + b)) €R™" kA= (ka;;) € R™"

Es decir, suma y producto por escalares se calculan coordenada a coordenada,
en forma andloga a como se hace en R™.

Ay
Si A= : € R™"y B = (B',...,B%) € R™*, el producto de A
Am
por B es
A BY A B . ALBS
Ay-B' Ay B? .- Ay-B°
AB = ‘ o , e R™,

Ap-B' Ay B . A, B

Notemos que para multiplicar A y B hay que calcular el producto escalar de
cada fila de A por cada columna de B. Es posible calcular AB sélo si la cantidad
de columnas de A coincide con la cantidad de filas de B.

Propiedades:
= Es asociativo: (AB)C = A(BC)
= Es distributivo: A(B+ C) = AB+ AC y (A+ B)C = AC + BC

1 0 -~ 0

= La matriz identidad I = 0 e R™" | verifica A = IA
e 0
0 -~ 0 1

para toda matriz cuadrada de A € R"*™. La matriz I es el elemento neutro
para este producto.

Notacién: El sistema

anry  +  apprs + + amT, = b
1Ty +  axry + +  anr, = b
o+ 4+ + =
Am1T1 +  Amaty A+ + Amptn = bp
Ty
puede escribirse AX = B, con A = (a;;) € R™*", X = : € RxL
Tn
by
B= : € R™*1,
bin

En adelante identificamos X € R"*! con x € R" y B € R™*! con b € R™.
Asi el sistema se escribird Ax = b.
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Propiedades: Sean A € R™" b e R™ Sy ={x € R" / Ax =0}, S; =
{x ER" / Ax = b}

» Six € Spey €Sy, entonces x+y € Sp. Si x € Sp y k € R, entonces
kx € Sp.

Esto dice que la suma de dos soluciones de un sistema homogéneo es
también solucidn, y que los multiplos son también soluciones.

SixeS, ey €Sy, entonces x —y € Sp.

Esto es, la diferencia entre dos soluciones de un sistema no homogéneo, es
solucién del sistema homogéneo asociado.

Sea s una solucién particular de Ax = b(s € S), entonces S, =Sp +s =
{yeR" /y=x+s, conx € Sp}.

Esto significa que cualquier solucién de Ax = b puede obtenerse sumando
una solucién particular con una otra del sistema homogéneo asociado.

Una matriz cuadrada A € R™*™ se dice inversible si existe B € R™*™ tal
que AB = BA = I. Cuando B existe, es tinica y notamos B = A~1.

Propiedad: Si A € R"*™ y C € R"*™ son inversibles, entonces AC es in-
versible y vale (AC)™' = C~1A~1.

Se dice que E € R"*"™ es una matriz elemental si puede obtenerse a partir
de la matriz identidad de n x n realizando una sola operacién elemental sobre
las filas.

Propiedades:

= Si la matriz elemental E resulta al efectuar cierta operacién sobre las filas
de I € R"™"™ y A € R" " entonces el producto FA es la matriz que
resulta al efectuar la misma operacién sobre las filas de A.

= Toda matriz elemental es inversible y su inversa es una matriz elemental.

Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si puede obtenerse una
de la otra por medio de una sucesién finita de operaciones elementales sobre las
filas.

Propiedad: Si A € R™™" son equivalentes:
= A es inversible.
= Ax = b tiene solucién tnica, cualquiera sea b € R™.
= Ax = 0 tiene tinicamente la solucién trivial.

= A es equivalente por filas a I € R™*™.
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2.2. Ejercicios

Ejercicio 2.17 Dado el sistema lineal:

—x1 + 2x9 + w3 = 2
S: z1 + 3z — x4 = 0
207 4+ 3x3 + x4 = -1

;Cuales de las siguientes cuaternas son soluciones de S? ;y del sistema ho-
mogéneo asociado?
x=(2,2,1,0) z = (0,0,0,0) v
y=(11,1,4) u=(-2,3,2,-7 w=(-1,-2,3,-T7)

Ejercicio 2.2 Determinar, si existen, a y b para que (2, —2,1) sea solucién

de:

1+ 2axy + T3 -1
ary — bxs —4
bry + w2 + (2a—bzz = 3

Ejercicio 2.37  Obtener un sistema equivalente al dado, cuya matriz ampliada
sea escalonada en las filas reducidas.

Ty 4+ 2z + xz = 2
(a) 2r1 + 2my + 23 = -1
—r1 + 2z + 223 = 0
@ + 2290 4+ x3 + 34 + 225 = -1
(b) ry  + 3xy + 3x3 + Hry + 3zy; = 0
-2y — 2x9 + 233 — 234 — 225 = 2

Ejercicio 247 Resolver por el método de eliminacién de Gauss el sistema
cuya matriz aumentada es (A|b).

1 2 3 -1 by = (1,2,-1,0)
a2 2 2 3 b, = (0,0,0,0)
(a) 4= 1 -1 0 4

-1 1 -3 3

11 2 -1 b = (1,2,1,2)

211 0 by, = (2,0,—1,1)
by A=\ 737 5 b; = (0,0,0,0)

02 4 -2

2 1 2 b, = (5,32
()A=[1 -3 2 by = (~1,1,2)
1 20 by = (2,1,1)

by, = (0,0,0)
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12 -1 2 b = (21,2)
A=|o1 03 by = (0,0,0)
02 31 bs = (1,0,0)
by = (0,1,0)
12 -1 2 b = (3,1,-1)
@ A=|11 -1 o0 by = (0,-1,-2)
10 1 -2 bs = (0,0,0)
by = (1,1,2)
1 2 3 14 b o= (1,2,3,2)
[ 2 4 6 21 b = (1,-3,0,3)
(f) A= 0,1 0,2 0,3 3 2
-2 —4 0 -2 1

Ejercicio 2.57 :De cudles de estos sistemas se puede asegurar, sin resolverlos,
que tienen soluciones no triviales?

(a) T + a2 = 0
—ry — x2 = 0
2r1 + w3 — 23 = 0
(b) { xo + x3 = 0
20, + w2 + x3 — wxy = 0
ro — wxy = 0
(C> r3 + x4 = 0
xg = 0
@ a1r1 + a2rz + a13r3 + anpry = 0
a1r1 + agera + axr3 + aury = 0

Ejercicio 2.8)  Mostrar tres elementos de cada uno de los conjuntos siguientes:
(a) S1 ={A€R33 /q;; =aj;,1 <i, j <3} (matrices simétricas)

(b) Sy ={A€R¥ [a;+aj;=1,1<i, j<3}

(¢) S3={A€R*3 /a;; = —a;;,1 <i, j <3} (matrices antisimétricas)

(d) Sy ={A R/ Z?:l a;; = 0} (matrices de traza nula)

(e) S5 ={A € R%3 / A tiene alguna fila nula}

(f) S ={A €R3*? /a;; =0, sii>j} (matrices triangulares superiores)

Ejercicio 2.7 Efectuar, cuando sea posible, los cdlculos indicados

Ejercicio 2.8) Dadas A =

(a) la tercera fila de AB

(c) el coeficiente c32 de C' = BAB

(b) la tercera columna de BA

Ejercicio 2.97 Determinar todas las matrices B que verifican:

(a) BA (f) ED
%gg (&) DA
((i) B (h) EA+D
(e) BA-C (i) AE+3C

12 10
o (a1)e=(a1)
1 1 10
®) <72 72 b= (01
12 3 3
(c) 4 5 6 |-B=| 6
-1 -2 -3 -3
11 0 2 1 1
(d) -1 -1 -1 0 2
0 2 3 00 2
11 0 2 -1
(e) -1 -1 -1 |-B=(3 0
0o 2 3 12

Ejercicio 2. 107

Ejercicio 2.117
BX + A.

Hallar todas las matrices A € R?*2 tales que

>A:A(

(7

1

-1

-2

2

L),
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-2 11 -1
3 cC=(21 -1
0 01 0
2 1
(5 %)

2 3
0 0 2 2 1
-1 0 B= ( 1 -1 0 )

13 2 21 1

11 -1 |yB=| 0 1 —1 |, hallar

7T 7 5 3 3 3

Hallar todas las matrices X € R?*? tales que AX + B =
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Ejercicio 2127 Sea A = < } é _? )

(a) Encontrar todas las matrices C' € R3*? tales que AC = I.
(b) ;Existe una matriz B € R**? tal que BA = I?

Ejercicio 2137 Determinar cugles de las siguientes matrices son inversibles;
exhibir la inversa cuando exista.

2
F=10

- o
o

[=y—
O o

Q
I
/N
o
| w o
—_
~—
Q
Il
/
o =
N
~—

0
2 1 1
E=101 1
31 — G+ H
d 0 0 0
Ejercicio 2.147 (Cuéndo es inversible la matriz D = g %2 (? g ?
3
0 0 0 dy

Hallar D1

Ejercicio 2.157 Sea A una matriz cuadrada que verifica A2+ A+ 1 = 0.
Demostrar que A=' = —T — A.

Ejercicio 2.167

(a) Demostrar que si una matriz tiene una fila de ceros no es inversible.
(b) Demostrar que si una matriz tiene una columna de ceros no es inversible.

(¢) (Es necesariamente inversible la suma de dos matrices inversibles?

1 -1 0 2 -2
Ejercicio 2177 Seam A= | -1 2 11 |,b= 3
-2 6 4 8 8

(a) Hallar Sy = {x € R* / Ax = 0}.
(b) Hallar S, = {x € R* / Ax = b}.
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111 -1
Ejercicio 2187 Sean 4 = ( 0 1 L) p o[ 2 11 o),
01 2 3
1 3 3 1
2
Sp = {x € R* / Ax = 0}. Encontrar todos los x € S tales que Bx = [ 3
4

1 1 2 1 1 2 1
Ejercicio 2197 DadasA=[ 0 1 1 y B = 0 2 1 -4 |,

1 2 3 -1 -1 -2 -1
hallar dos vectores v y w, no paralelos, que pertenezcan al conjunto {x €
R* / A(Bx) =0y Bx # 0}.

Ejercicio 2.207  Sean (1,3,1), (2,2,4) y (2,0,4) soluciones de un sistema
lineal no homogéneo.

(a) Hallar dos vectores v y w, no paralelos, que sean soluciones del sistema
homogéneo asociado.

(b) Encontrar cuatro soluciones del sistema no homogéneo, distintas de las
dadas.

0 2
Ejercicio 2.217 Sea A € R3%3, 2 y 1 son soluciones de Ax =
2 1
1 1
2 |y | 1 | essoluciénde Ax=1| 0
2 2 1
1 0
(a) Encontrar tres soluciones distintas de Ax=| 2 |+ [ 0
2 1
(b) Encontrar una recta L : X = Av + P tal que todo punto de L sea solucién
1 0
dedx=1| 2 |+ 0
2 1
5 1 -2 a
Ejercicio 2227 Dadas A= [ 2 -1 -3 ye=| a-3
3 2 1 a+1

(a) Determinar todos los valores de a para los cuales el sistema Ax = ¢ es
compatible.

(b) Resolver el sistema para alguno de los valores de a hallados.
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Ejercicio 2.237

(a) Encontrar todos los valores de k € R para los cuales el sistema S tiene
solucién tnica.

(K = )2+ T2 + kxs = 0
S (k—1zy + 3 = 0
(k+2z3 = 0

(b) Determinar todos los valores de k para los cuales el sistema S admite solu-
cién no trivial.

(k+ 1z — 2z + kxs + 3zy = 0

Y . + (k+2)zy + kxy + 4y = 0
: T - 2zy + kxs + (k+4zs = 0
T — 2wy + kxs + 3zg = 0

Ejercicio 2.247  Encontrar todos los valores de a y b para los cuales los sis-
temas cuyas matrices ampliadas se dan a continuacién son compatibles.

(a) 1 =311 1 -3 3 2
2 alb (c) -2 3 -3 2

0 a+1l —a—-1|b+a
1 -1 2+alb

(b) 1 -3 3 b (d) 2 a—4 -4 |2

0 a+1 a®>—1|b+2 a—2 0 12 |1
Ejercicio 2.28T7  Resolver el sistema de ecuaciones para todos los valores de
b.

ry + bry + 223 — x4y = b+2
1 4+ bry — 23 = 2
31 4+ 3bzy + 2x3 — 224 = b

Ejercicio 2.267 Encontrar todos los valores de a y b para los cuales (2,0, —1)
es la tinica solucién de

2ry — axy + 23 = 2
T + X9 brs = 3
219 3rs = 3

Ejercicio 2.277  Hallar todos los valores de k para los cuales M = {\(1,1,0,0)+
(2,0,—1,0) / XA € R} es el conjunto de soluciones de

T — zo + 2x3 = 0
(k*=Dzy + 224 = —k®+1
(k+1Daxsg + 4dzy = —-k-1
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Ejercicio 2.287 Analizar, para todos los valores reales de a y b, las soluciones
del sistema cuya matriz ampliada es

1 a -1 1
—a -1 24+a|2-a
-1 —a a b

2.3. Ejercicios Surtidos

13
Ejercicio 217 Sea A= 01 1 |. Decidir si A1 es solucién de
-1 0

Ejercicio 227 Sean A y B en R™*"™. Probar que si A+ B = I, entonces
AB = BA.

Ejercicio 2.37 SeanA:{AER“z/A:a((l) 7g>+ﬁ<i ?),ayﬁeR}

y X € R?*2, Probar que XA = AX para todo A € A si y sélo si

()= )= h)x

Ejercicio 247 Hallar todas las matrices A € R2%2 tales que BA = AB para
toda B € R?*2,

Ejercicio 257  Encontrar todos los valores de a y b para los cuales el sistema
1 a —1 1
cuya matriz ampliadaes | —a -1 1| —1 | tiene como conjunto solucién
-1 —a a b
una recta.




Practica 3

Determinantes

3.1. Definiciones y propiedades

Una permutacién del conjunto {1, 2, ..., n} es un arreglo de estos nimeros
en cierto orden, sin omisiones ni repeticiones. Para una permutacién cualquiera
se escribird (j1, jo, ..., jn), donde j; es el i-ésimo elemento de la permutacion.
Se dice que ocurre una nversion en una permutacion (ji, jo, ..., jn) siempre
que un entero mayor precede a uno menor. Diremos que una permutacién es
par, si el nimero total de inversiones es un nimero par, y diremos que es impar
si el niimero total de inversiones es impar.

a1l a2 ... Qip
nxn azy Q2 ... Q2p

Sea A € R™", A= . . .
anl Qp2 ... Qnp

Por producto elemental tomado de A se entiende cualquier producto de n
elementos tomados de A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan de una
misma fila ni de una misma columna.

Una matriz A € R™™" admite n! (n! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1)
productos elementales. Estos son de la forma @iy, a2, - - Gny, donde (j1, j2, - -,
Jn) €s una permutacién de {1, 2, ..., n}.

Se denomina producto elemental con signo tomado de A a un producto ele-
mental a1, as;, ... an; multiplicado por +1 6 por —1 segiin la permutacién (j1,
J2, -+, jn) sea respectivamente par o impar.

Se define el determinante de A como la suma de todos los productos elemen-
tales con signo tomados de A. Notamos

det(A) = 4| =} Far, az,, - an,,
Propiedades: Sea A € R™*"

= Si A contiene una fila de ceros, det(A4) = 0.

= Si A es una matriz triangular de n x n, det(A) es el producto de los
elementos de la diagonal, es decir det(A4) = aj1a22 . .. anp.

37
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= Si A’ es la matriz que se obtiene cuando una sola fila de A se multiplica
por una constante k, entonces det(A’) = k - det(A).

= Si A’ es la matriz que se obtiene al intercambiar dos filas de A, entonces
det(A’) = —det(A).

= Si A’ es la matriz que se obtiene al sumar un miltiplo de una de las filas
de A a otra fila, entonces det(A4’) = det(A4).

Si A € R™*" la matriz transpuesta de A es la matriz A* € R™*™ que tiene
como filas a las columnas de A.

Propiedades:
= Si A € R"™", entonces det(A') = det(A).
= Si A e R™, B e R™ yk e R, entonces det(kA) = k" det(A),

det(AB) = det(A) det(B).
= A es inversible si y s6lo si det(A) # 0.

= Si A es inversible, entonces det(A~!) = ﬁw.

Desarrollo del determinante por cofactores

Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a;; se denota
M;; y se define como el determinate de la submatriz que queda al eliminar de
A la i-6sima fila y la j-ésima columna. El niimero (—1)"71;; se denota Cj; y
se conoce como cofactor del elemento a;;.

Se puede calcular el determinante de una matriz A € R™*" multiplicando
los elementos de cualquier fila (o columna) por sus cofactores y sumando los
productos que resulten.

Es decir, paracada 1 <i<nyl1<j<mn,

det(A) = a1;C1j + azjCaj + -+ + an;Cnj

(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna)

det(A) = a;1Ci + ai2Cia + -+ + ainCin
(desarrollado por cofactores a lo largo de la i-ésima fila)

Si A€ R"*™ y Cyj es el cofactor de a;; entonces la matriz

Cy Crip ... Cip
Ca Ca ... Cop
Cai Cp2 ... Cpn

se conoce como matriz de cofactores tomados de A. La transpuesta de esta
matriz se denomina adjunta de Ay se denota adj(A).

Propiedad: Si A es una matriz inversible, entonces Al = madj(A)
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Regla de Cramer

Si Ax = b es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas tal que det(A4) # 0,

entonces la dnica solucién del sistema es (21,22, ...,2,) con
o det(Ar)  det(Ag) o det(A4n)
L= et (A) T T det(A) ) 7 T Tdet(A)

donde A; es la matriz que se obtiene al reemplazar la j-ésima columna de A por
b.

3.2. Ejercicios

Ejercicio 3.17 Calcular, usando la definicién, los determinantes de las sigu-
ientes matrices.

(a)<24) 3 -1 50

-1 3 @ 0 00 0

1121

35 1 -2 31 4
Mmoo 2 1

0 0 -3 000 0 -3

0001 0

120 (e) 0050 0

()| =2 0 2 0400 0

0 3 1 2000 0

Ejercicio 327 Calcular los determinantes de las siguientes matrices usando
propiedades.

2.0 1 1 00 00
@ 3 2 2 0 -2 0 00
000 @]0o 03 00
0 40 -4 0
200
w110 1 00 05
025

Ejercicio 3.37  Determinar los valores de k para los cuales det(A) = 0.

(2 k+4 ko2 1
<a)A*<k—2 —4 ) )y A=|0 &-1 2
0 0

k—2
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al a2 a3

Ejercicio 347 Sea A = a1 a azs |, tal que det(4) = 7. Calcular
a3y a3z ass

los determinantes de las siguientes matrices.

aiz ai; a2
(a) a3 a1 A2
azz  az1  as2
al a2 an
(b) az  az a1
azy  Gz2 Az
apy 2a12 —ai
(c) a1 2azs  —ags
az  2azs;  —ass

a a2 as
(d) a1 +3a11  az +3a12  azz + 3ai3
kas kasz kass

Ejercicio 357 Usando propiedades del determinante, probar que

(a) =0 (b) Siz=06z=3,

-8 =
RS-
e
w {8
w © w
—~oco
I
=

Ejercicio 3.67  Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por co-
factores por las filas y columnas indicadas.

2 0 5 1
(a) 8 g 411 Z por tercera fila, por primera columna
1 3 3 0
-3 0 0 O
(b) ;4 g —61 8 por segunda fila, por tercera columna
2 3 0 6
5 0 1 0 0
2 0 3 1 0
(¢)J1 =1 0 0 0 |[porcuarta fila, por quinta columna
o 0 -1 0 0
1 0 3 0 -1
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Ejercicio 377 Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por co-
factores por las filas o columnas mds convenientes.

12 -1 0 2 0 5
Lloo -1 0 (|4 0 1
@115 0 2 00 7
00 3 -l 2.0 -1 0 4
1 0 -4 0 00 0 6 3
|3 0 56 (|07 0 00
0 -5 9 0 54 0 0 2
0 0 4 0 00 0 20
1 0 3 2 1 -1
Ejercicio 3.87 Sean A = 2 2 -1 yB=| 0 1 8 |; calcular
-1 0 1 00 -1

det(AB), det(A + B), det(A10) y det(AB — A5).

Ejercicio 3.97 Sin calcular la matriz inversa, decidir si son inversibles las
matrices dadas.

W (2 1 2 31
3 -1 @ oo1
(b)<271) 11
-2 1 1000
2 11 @022
@211 12001
32 2 30 3 2

Ejercicio 3.107 Determinar todos los valores reales de para los cuales la
matriz es inversible.

@ (712 z+1 -1 3
2 2 z-2 () 2 1 -2
5 3 o 2 1 z-4
M| -1 2 4
1 z xz+4+1

Elegir en cada caso tres valores de = para los cuales la matriz respectiva es
inversible.

Ejercicio 3117 Si A e R3*3 y det(A) = 15, calcular

(a) det(24) (b) det((34)71) (c) det(3471)
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Ejercicio 3.127 Probar que los siguientes sistemas tienen solucién tnica.

T+ w2 4+ 2x3 2
(a) 1+ 3z 1
2x — x3 = 3
z1 + 3z — 33 + 224 = 0
To =7
(b) 2z 4+ 3xs gy = 2
—x; + 8xy + 2x3 = 3

Ejercicio 3.137  Determinar en cada caso todos los valores de k € R para los
cuales en sistema tiene solucién tnica.

T + x3 =1
(a) 2z1 4+ 23 3
261 4+ x2 4+ kaxy = 2
21 - 2o + xz3 = 0
(b) 2k —2)z1 + 2kxo + 3 =0
(k+2)x1 + (k=32 + 223 = 0
3r; — x4+ kxz = 2
(c) 1 + 3kze — x3 = 3
21+ x2 =1

Ejercicio 3.147  Encontrar el valor de a para el cual el sistema tiene infinitas
soluciones y resolver el sistema para el valor hallado.

T —  x2 + 2z3 —4
a?zy  + 4rs = 0
. + 3z 4+ 3wz =

Ejercicio 3.157 Determinar los valores de & para los cuales el sistema tiene:

1. ninguna solucién. 11. solucién unica 111. infinitas soluciones
—x1 + x3 = -1
(a) 2, + 2 — a3 = 3
(k% = 3)1 - 3 = kK*4+k-1
T+ 2zy + T3 = 3
(b) 2y + 3x9 + 213 = 2
r1 + dxy + (K-8 = k+14
2 0 2
Ejercicio 3.167 Sea A= 2 a+1 a |;encontrar todos los valores de
-1 a 0

a para los cuales el sistema Az = = admite solucién no trivial.
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v + y + 2z + w = 6
e ) . é + Ty - oz + w = 1
Ejercicio 3.1?7 Sea el sistema L3 — 52 4+ 8w = —3°

|
w

z + y + z + 2w
(a) Aplicar la regla de Cramer para despejar la incégnita z sin despejar las
demads incognitas.
(b) Resolver completamente el sistema usando la regla de Cramer.
(c) Resolver el sistema usando Gauss.

(d) Decidir cual de las dos estrategias usadas en (b) y (c) es mas econémica en
célculos.

Ejercicio 3.187 Aplicar la regla de Cramer para despejar z y w en términos
de z ey.

xr = %Z — %71/‘
y = 22 - 3w
1 -3 1
Ejercicio 3.197 Sead=|[ 2 1 2 |;
0 1 -1
(a) hallar adj(A). (b) calcular A1,

Ejercicio 3.207 Sea A € R™*" tal que det(A) = 1y todos los coeficientes de
A son enteros.

(a) Probar que todos los coeficientes de A~! son enteros.

(b) Probar que si todos los coeficientes de b son enteros, la solucién del sistema
Ax = b tiene todos sus coeficientes enteros.

3.3. Ejercicios surtidos

1 0 -1
Ejercicio 3.17 SeaAd=| 0 —1 4 |y Be RS tal que det(AB) = 2;
2 3 2

calcular det(B~1).

Ejercicio 327 Analizar las soluciones del sistema S para todos los valores
reales de k.

kxy — Ty + x3 = 0
S (k2 =1Das + (k+1laz = 1
kv + (B242)22 + T3 =

|
)
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2 2 1

Ejercicio 3.37 Seca A= 1 2 -2 |y BeR¥S tal que det(B) = —3;
2 -1 2

hallar todas las soluciones del sistema (BA)x = —Bx.
a 0 1

Ejercicio 347 Sea A= 0 a—2 2 |; decidir para qué valores de a el
1 0 1

sistema (A2 + 2A4)x = 0 tiene solucién no trivial.

1 00 0 1 0
Ejercicio 3.57 Sean A = 000/|,B=|1 00]|ycC=
-1 0 2 0 -2 0
2 1 T
z 0 1
2 1 -1
(a) determinar todos los valores de x para los cuales:
1) AC es inversible. 11) (A+ B)C es inversible.

11) BC es inversible.

(b) calcular ((A+ B)C)~! para z = 1.




Practica 4

Espacios vectoriales -
Subespacios

4.1. Definiciones y propiedades

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial real V, o espacio vectorial sobre R, es un conjunto de
elementos llamados vectores, junto con dos operaciones: suma y producto por un
escalar, que satisfacen las siguientes propiedades:

SiueVyveV, entonces la sumau+v e V.

SikeRyv eV, entonces el producto kv € V.

Siu, vy weV, entonces (u+v) +w=u+(v+w).

Existe un elemento en V, notado 0, tal que 0 + u = u + 0 = u para todo
ucV.

Para cada elemento u € V existe —u € V tal que u+(—u) = —u+u=0.

Siuyv eV, entoncesu+v=v+u

SiuyveVyceR, entonces c(u+v) = cu+ cv.

SiaybeRyveV, entonces (a+b)v=av+bv.

SiaybeRyv eV, entonces (ab)v = a(bv).

Siu €V, entonces lu=u (1€R).
Notacién: u—v=u+(-v)

Propiedades: Sea V un espacio vectorial real

0Ov = 0 para todo v € V.
k0 = 0 para todo k € R.
(=1)v = —v para todo v € V.

—(v4+w)=-v-—wparatodovyweV.

k(v—w)=kv—kwparatodovyweV, keR.

kv=0siysélosik=06v=0.
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Subespacios

Sea V un espacio vectorial real, y sea W un subconjunto de V; W es un
subespacio de V si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

= El vector 0 de V pertenece a W.
= Siuy v son elementos de W, entonces su suma u + v pertenece a W.

= Si v es un elemento de W y ¢ es un niimero real, entonces el producto cv
pertenece a W.

Observacién: W es un espacio vectorial real.

Propiedad: Si Sy T son subespacios de un espacio vectorial V, entonces la
interseccién S N'T es un subespacio de V.

Combinaciones Lineales

Sean V un espacio vectorial sobre R y vy, ..., v, elementos de V; se dice que
un vector w es una combinacion lineal de v, ..., v, sise puede expresar en la
forma w = kyvy + -+ + kp vy, donde kq, ..., k, son ntimeros reales.

Si todo elemento de V es un combinacién lineal de vy,...,v, decimos que
{vi,...,vp} genera V o que {vy,...,v,} es un conjunto de generadores de V.

W = {37, kiv; / ki € R} es un subespacio de V que se denomina subespacio
generado por {v1,...,v,} vy se nota W= (vq,...,v,).

Propiedad: Si W es un subespacio de V y vy,...,v,, son vectores de W, en-
tonces (vi,...,v,) C W. O sea (vq,...,v,) es un subespacio de V que contiene
a los vectores vy,...,v,.

Dependencia e Independencia lineal

Sea V un espacio vectorial sobre R, y sean vy, ..., v, elementos de V; decimos
que {v1,...,v,} es linealmente dependiente si existen niimeros reales ay, . . . , ap,
no todos iguales a cero, tales que a;vy + ...+ a,v, = 0.

Decimos que {v1,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si se satis-
face la siguiente condicién: siempre que aq, ..., a, sean nimeros reales tales que
avy + -+ a,v, =0, entonces a; =--- =a, =0.

Propiedades: Sea V un espacio vectorial sobre R y sean vy, va, v3, vy vectores
de V; son equivalentes:

= {vy,Vy,v3,vs} es linealmente independiente.

= {vi,kva,vs, v} con k € R, k # 0, es linealmente independiente.

» {vy + kva,va,v3,va} con k € R, es linealmente independiente.

De aqui en mds, cuando decimos espacio vectorial entenderemos espacio
vectorial sobre R.
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Bases

Una base de un espacio vectorial V es una sucesién de elementos vy,...,v,
de V tales que:

w {vi,...,v,} genera V.

» {Vvi,...,V,} es linealmente independiente.

Se dice que un espacio vectorial V, diferente de cero, es de dimension finita
si contiene un sucesion finita de vectores que forman una base de V.

Propiedad: Dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V de dimensién
finita tienen el mismo ndmero de vectores.

Si V es un espacio vectorial de dimension finita, la dimension de V es el
nimero de vectores que tiene cualquier base de V. Si V = {0}, entonces V no
tiene base y se dice que su dimensién es cero.

Sea V un espacio vectorial, y B = {vi,...,v,} una base de V. Si v =
a1vy + -+ + a, vy, entonces (a1, ...,a,) son las coordenadas de v con respecto
a la base B, y notamos (v)g = (a1, ..., a,).

Observacién: Las coordenadas de un vector dependen de la base. Recuerde
que cuando se da una base {vi,...,v,}, importa el orden en que se dan los
vectores.

Suma de subespacios

Sea V un espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V; se define la suma
deSyTcomoS+T={veV/v=s+t, conseSyteT}

Propiedades:

= S+ T es un subespacio de V.
» Si dimV = n, entonces dim(S + T) = dimS 4+ dim T — dim(S N T).

Sea V un espacio vectorial; si S y T son subespacios de V que verifican
simultdneamente S+ T =V y SNT = {0}, entonces V es la suma directa de S
yT,ysenotaV=S&T.

En general, si W C V verifica W =S+ Ty SNT = {0}, se dird que W es la
suma directa de Sy T, y se notard W =S¢ T.

Espacio Euclideo

Llamamos espacio euclideo de dimensién n al espacio vectorial R™ con el
producto interno (x1,xa,...,&n)  (Y1,Y2, ..., Yn) = T1Y1 + T2Y2 + ... + TpYn.
Si C = {v1,va,...,v,} es un conjunto de vectores de R", diremos que C es
un conjunto ortogonal de vectores si todos los pares de vectores distintos de C'
son ortogonales.
Es decir:
Vi,j 1<i4,j<r v;-v;=0 sii#j
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Si C' = {vi,vs,...,v,} es un conjunto de vectores de R", diremos que C
es un conjunto ortonormal de vectores si es un conjunto ortogonal y todos sus
vectores tienen norma 1.

Es decir:

Vi,j 1<i,j<r vi-v;=0 sii#j y
Vi 1<i<r |vi]=1
Propiedades:
= Si C es un conjunto ortogonal de vectores que no contiene al vector nulo,
C' es un conjunto linealmente independiente.

= Todo conjunto ortonormal de vectores es linealmente independiente.

Una base ortogonal de R™, es una base de R™ que es también un conjunto
ortogonal.

Una base ortonormal de R™, es una base de R™ que es también un conjunto
ortonormal.

Propiedades:

= Todo conjunto ortonormal de vectores de R™ se puede extender a una base
ortonormal de R™.

= R™ admite una base ortonormal.

= Todo subespacio S de R admite una base ortonormal.

= Si B ={vi,Vs,...,V,} es una base ortonormal de R” y v € R", entonces

(V)B = (V.ovi,viva, ..., v.vy,).

Si S es un subespacio de R™, el conjunto {x € R" /x-s = 0 para todo s € S}
se llama complemento ortogonal de S y se nota S*.

Propiedades:

= St es un subespacio de R".

= SNSt = {o}.

= dimSt =n—dimSy S®St =R".

- (sH)t=s.

= SiS = (vi,va,...,V,), W es ortogonal a v para todo v € S si y sélo si

w-v;=0paral <i<r.

Observacién: Si S = (vq,vy,...,V,), para hallar S+ basta buscar n — r vec-
tores linealmente independiente que sean ortogonales a todos los v;.

Siv=s+sycons €Sysy €St s; sellama proyeccion ortogonal de v
sobre S.

Propiedad: Esta proyeccién ortogonal es el punto de S que estd a menor
distancia de v, es decir que ||v —s;|| < |[v—s| Vse€S.
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4.2. Ejercicios

Ejercicio 4.7 Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son subespa-

cios.

(a) W= {(21,22) € R? /22, — 525 = 0}

(b) W = {(x1,22) € R? /23 < —1}

(¢) W= {(z1,22,33) ER® /21 — 20 = 33 + 22}

(d) W = {(x1,22,23) € R3/2? — 422 = 0}

(e) W = {(z1,72,23,24,25) € R® /21 — 323 + 25 = 232 + 24 — 25 = 0}
1 0 -2 0 1

HW={XeR/|[ 20 01 -2 | X=0
30 -2 1 -1

(g) W= {(21,22) € R? /221 — 425 < 0}

(h) W ={X € R¥3 /a1 + 291 — 223 = 1}

(i) W= {4 € R3*3/ A tiene alguna fila nula}

- frewrx(D 1) (4 1))

(k) W={A R /ay +ag + ags = 0} = {4 € R¥? /Tr(4) = 0}

Ejercicio 4.27 Sea A € R™*", Probar que Sy = {x € R"/Ax = 0} es
subespacio de R™.

Ejercicio 4.§T Sea V un espacio vectorial sobre R y sean vg, vi y vo € V.

(a) Demostrar que W = {kvy / k € R} es un subespacio de V.
(b) Demostrar que W' = {kyvy + kava / k1, k2 € R} es un subespacio de V.

Ejercicio 447 Sean wiyws € R", Wy ={veR"/v-wg =0}y W, =
{veR"/v-w;=v-wy=0}.

(a) Probar que Wy y W5 son subespacios de R™.
(b) Representar Wy y Wy paran =2, wy = (—=2,1) y wa = (1,0).
(c¢) Representar Wy paran =2, wy = (—2,1) y wo = (2, —1). Comparar con(b).

Ejercicio 437 Describir geométricamente el subespacio S de R? y decidir si
el vector w € S.

(b) S=((1,2,3). (3.1,
(¢) S={((1,-1,2), (2,1,3))

Ejercicio 467 Decidir si los siguientes conjuntos de vectores generan V.
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(a) V=R? {(1,-1,1),(0,1,-1),(0,0,1),(1,2,3)}

2.3
ov=r= {5 3)(79)(01)})
01

() V=R*  {(1,1,1,-1),(0,-1,1,-2),(1,1,0,1),(3,2,1,2)}

Ejercicio 47 Estudiar la dependencia o independencia lineal de los sigu-
ientes conjuntos de vectores.

(a) {(1,2,2),(-3,1,-1),(—1,5,3)}

of(s 222 ) () (20))
(¢) {(1,2,3,4,5)}

(d) {v} con v € V (V un espacio vectorial real)

(e) {v1,va} con vi € R%, vy € R?, vy £ 0, va # 0, tales que vy - va =0

Ejercicio 487

a) Probar que {(a,b),(c, es linealmente independiente en si y sélo si
Prob. b d lineal ind di R? si 6lo si

det<‘z g>¢o

(b) Hallar tres vectores de R® que sean linealmente dependientes, y tales que
todo subconjunto formado por dos cualesquiera de ellos sea linealmente
independiente.

Ejercicio 4.97  Determinar los valores reales de k para los cuales los siguientes
conjuntos de vectores son linealmente independientes.

(a) {(0,1,3),(-1,1,k),(1,-2,0)}
(b) {(1,-1,2),(k,k =1,k +6),(k—1,k, 1)}

(© k—1 k+1 0 k+1 11 2 —1
¢ 1 o J'\o o J\ox) -1 &
Ejercicio 4.107  Sean V1 y Vo vectores linealmente independientes € V.

(a) Si w € (vi,va), decidir sobre la independencia o dependencia lineal de
{vi,va, wh.

(b) Probar que si w ¢ (vi,va), entonces {vi,va, w} es linealmente independi-
ente.

Ejercicio 4117 si {Vv1,v2,v3} es linealmente independiente, ;para qué val-
ores de a'y 8 es {vi — avs,vi + v, avy + fvs} linealmente independiente?

Ejercicio 4.137  Hallar base y dimensién de los siguientes subespacios.
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(a) S={x €R?/2z — 5z, =0}
(b) S={x€R?/2z; —x3 — 23 =0}
(c) S={x €R® /a1 — 223 = 221 + 22 + 224 = T2 + 473 + 274 = 0}

1 -1 01
(d)S{xeR4/<o 1 -2 2>~x0}
2 -1 -2 3

() S={x R /a1 — a9 = x3 + 24 = 200 + 23}

(f)S:{Xe]RZ“/(; ’})-X:X-(é ’1)}

(8) S = ((1.-1.3).(3.1,1))
(0) = ((2.6,-1), (-1, -3.1))

os=((13)-(12)(1 1)

Ejercicio 4137
(a) Decidir si los conjuntos de vectores dados en el ejercicio 6 son bases del
espacio respectivo.

(b) Decidir, sin hacer cuentas, si las siguientes sucesiones de vectores son bases

de R?

1) {(1,0,1),(0,1,1)}

) {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0)}

1) {(1,0,1),(0,1,1),(1,0,1)}

) {(1,0,1),(0,1,1),(0,2,2)}

v) {(1,0,1),(1,2,3),(0,0,1),(1,1,1)}

Ejercicio 4.147  Decidir en cada caso si es posible extender el conjunto de
vectores a una base R?>*2. En caso afirmativo encontrar dos bases distintas.

@{(s5)(: 1)}
w{(5 )22 )
o{(22)(5 ) (8 1)
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Ejercicio 4.157  Decidir en cada caso si es posible extraer una base del espacio
V, de los siguientes conjuntos de vectores. En caso afirmativo encontrar dos bases
distintas.

(a)V=RR3 {(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1),(-2,1,4)}

MV =R {(2,0,0),(0,—1,3),(2,1,-3),(2,—1,3)}

11 11 11 11
(c)V = R3x2 S N IS [ T T O O R T I IS RV I

1 10 00 0 0

11 10 2 3

00 ],lool,[51

0 0 0 0 4 6

Ejercicio 4.167 Hallar dos bases distintas de V que contengan una base de
S.

—

(a) V=R2x3
S={X € R¥3 [z + 212 = 313 — To3 = @11 + T12 — T13 + Taz = 0}
(b) V=R*  S§=((2,-1,0,2),(~1,0,3,1),(0,1,6,4))

Ejercicio 4177 Sea T, = ((0,k,—1),(1,0,-1),(—2,1,0)). Estudiar la dimen-
sién de T}, para todos los valores de k € R.

Ejercicio 4.187  Decidir si el conjunto B es una base para el subespacio de
soluciones del sistema S.

(a)B ={(1,2)} S:211 —x5=0

(b)B ={(1,1)} S:i2x —22=0

(¢)B ={(1,3,1)} S:2r; —xzp+x3=0

(4)B ={(1,2,1),(1,1,0)} Stz —wat+a3=0
(e)B={(1,1,0)} s;{ R - g

11 1 1 g.)J o = an
00)/)'\ 0 -1 |l oan = 0

11 1 1
(g)B = (0 0).,(0 1 )} S:tain —aiz+an =0
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Ejercicio 4.197 En cada caso encontrar una ecuacién lineal cuyo conjunto de
soluciones contenga al subespacio S

(d) S= <<172>> (C> S= <(172a1>a<2a07 0)>
10
(b) 5= ((1,2.1) @s=((o 1))

Analizar si el conjunto de soluciones de la ecuacién hallada es igual al subespacio
S.

Ejercicio 4.207  Encontrar un sistema de ecuaciones cuyo conjunto de solu-
ciones sea S.

(a) S=((1,1,1,1))
(b) S = ((1,0,-1,2),(1,1,-1, 1))
(c) S=((-1,1,-1,0),(0,2,1,1),(1,1,2,1))

(d)S:<( o ?)(? a §>>

Ejercicio 4.2T7  Determinar si los subespacios S y T son iguales.

(a) S=((1,-1,1),(0,2,1)) T = {x € R3 / 3z1 + 25 — 233 = 0}

(b) S = ((-1,2,1),(0,1,2)) T = (~1,3,3), (0,0,1))

() S={xeR*/a1 — w2+ 23 — 24 = 229 + 73 = 0}
T={x€cR'/x + a9+ 223 — 24 =221 + 323 — x4 = 225 + 23 = 0}

(d) S ={x € R*/a1 — a9 + 224 = 229 + 23 + 24 = 221 + 23 + 514 = 0}
T ((1,1,-2,0)

Ejercicio 4.227  Secan en R las bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, B =
{(0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)} y B” = {(~1,1,0), (4,2, 1),(0,0,3)}; hallar las co-
ordenadas con respecto a las bases B, B’y B” de:

(a) (2,3,-1) (b) (w1, 72,73) € R?

Ejercicio 4.237  Hallar las coordenadas de la matriz

()G e ()

1 2
1 3)enlaba.se
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Ejercicio 4.247

(a) Sea B = {vi,Vva,v3} una base de R3; sean w1, w2, w3 los vectores de R?
cuyas coordenadas respecto de B son (1,—-2,3), (0,2,—1) y (0,0,2) respec-
tivamente. Determinar si {wy, w2, w3} es linealmente independiente.

(b) Sea B = {vi,Vva,V3,v4} una base de R* y sea Ty, = (vi — va, vy + V4, 3vy +
va+kvy). Determinar todos los valores de k en R para los cuales dim Ty, = 3.

Ejercicio 4.257  Hallar base y dimensién de SN T.

(a) S={x€R*/z; —xy — a3+ 24 = 21 + 225 — 223 + 24 = 0}
T={x€eR 2 — 22y — 33 =0}

mo=((42).(5 (2
= ((10)(0 1)

(¢) S={x€R3 /@ —zy+ 223 =0} T =((0,-3,0),(1,1,1))
(d) S=1{((1,1,2),(1,-2,0)) T =((4,0,-2),(2,0,—1))

Ejercicio 4.267 Hallar base y dimensién de S + T, para los subespacios del
ejercicio anterior.

Ejercicio 4.27)  Determinar en qué casos es V =S & T para los subespacios
del ejercicio 25, donde V es respectivamente

(a) V=TR4 (b) V = R2x2 (c) V=R? (d) V=R?

Ejercicio 4.287

(a) Sean en R?, S = ((1,1)), T = ((1,3)), W = ((1,0)). Probar RZ2 =S& T =
S@®T.

(b) Determinar si B2 =S & T, donde S = ( 1 & ,<’1 0>>

(4 2)(2 ) N

(c) Determinar si R*> =S & T, donde S = {x € R® /227 — 25 + 23 = 25 = 0}
T={x€R?/zy— 513 =121 + 29 =0}

Ejercicio 4.297

(a) SiV=Sa®&T, probar que dimV = dimS + dim T. {Es cierta la reciproca?

(b) Probar que V=S& T si y sdlo si para todo v € V existen tinicos s € S y
t € T tales que v=s+t.
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Ejercicio 4.307 Hallar dos subespacios distintos T y T’ tales que V=S@T =
S¢T.

: 1 20 01 -1 1 3 -1
— Rp2x3 —
(a) V=R S*<(—1 0 1)?(0 0 2)’(—1 0 3>>
(b) V=R
S={x€eR'/z1 + 2o — a3 =371 — 22+ 223 = 271 — 272 + 373 = 0}

() V={x€eR'/ —zy —zp + a3+ 2, =0} S=((1,1,1,1),(1,0,1,0))

. .. — -1 -1 01
EJerc1c1o4.3iT SeanS—<( 0 1)’(0 2)>}

T={A€R>? /a;5 = a1 + 2a21 — as, = 0}.

(a) Probar que R2*2 =S T.
2 -1

(b) Escribir w = ( 3 9

)comow:s+tconse§yteT

(¢) Escribir w = M2 3 oo w=s+tconseS yteT.
az  a

Ejercicio 4.337  Sean en V los subespacios S y T. Hallar un subespacio W tal
queTCWyV=SaoW.
(a) V=R?
S={xeR¥/ay —aw2+ a3 =21 +22=0}
T={xeR®/ai+as+a3=00—33=0}
(b) V = R2x2
S={X eR¥?/zyy + x12 + T2 = 212 + 321 = Tr(X) =0}
T ={X € R¥? )z —210+221+2%22 = T12+ @21 = T11 —2T12+ 2220 = 0}

Ejercicio 4.337 Sea S = {xeRY/zy =21 — 33 =0}.

(a) Encontrar un subespacio T C R* que verifique simultdneamente: S N T =
((1,0,1,1)) y S+ T = RY.

(b) (Puede elegirse T tal que dim T = 2?

Ejercicio 4.3%7 SeaS= {xeR'/z; — 25— x4 =0}
(a) Encontrar un subespacio T de dimensién 2 tal que dim(SNT) = 1.

(b) Para el subespacio T hallado en (a), caracterizar W = S + T. ;Depende W
de la eleccién de T realizada en (a)?
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Ejercicio 4.357  Sean en RY los subespacios:

S={xeR'/z1+ 212 — x4 =21 + 32 — 23+ 24 =0}
T={x€R/ 21 + 29+ 23 + 74 = ax1 + bxa + cr3 + das = 0}

(a) Determinar todos todos los valores reales de a, b, ¢, d para los cuales la suma
S+ T no es directa.
(b) Caracterizar S + T.

(¢) Elegir una de las cuaternas (a, b, ¢, d) halladas en (a) y expresar v = (—3,2,0, 1)
enlaformav=s+tconseSyteT, de dos maneras distintas.

Ejercicio 4.368)  Decidir si los siguientes conjuntos son ortogonales.

(a) €= {(1L1).(1,-1)} (©) €= {(1.0,3),(~3.0.1)}
() C={(1.0,(0.-1).(L-1)} (@) C={(2-10).(0,0,4).(1,2,0)}

Ejercicio 4.377  Encontrar todos los vectores ortogonales a todos los vectores
del conjunto {(1,-1,2),(0,1,1)}.

Ejercicio 4.387 Comprobar que B = {(2,-1,0),(1,2,3),(3,6,—5)} es una
base ortogonal de R?, y calcular las coordenadas del vector(5, —1,2) en la base
B.

Ejercicio 4.397

(a) Dar dos bases ortonormales distintas de R®.
(b) Encontrar las coordenadas de (3,2, —5) en cada una de las bases dadas.

(¢) Encontrar las coordenadas de z = (z1,z2,73) en cada una de las bases
dadas.

Ejercicio 4.407 SeaS= {x €R* /1 — 29+ 73 + 14 = 29 + 223 = 0}.

(a) Encontrar una base ortogonal de S.
(b) Extender la base hallada a una base ortogonal de R*.

(¢) Encontrar el complemento ortogonal de S

Ejercicio 4.417 Sea S = ((1,2,3), (2,3, —1)).

(a) Encontrar una base ortogonal de S.
(b) Extender la base hallada a una base ortogonal de R3.

(¢) Encontrar el complemento ortogonal de S.
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Ejercicio 4.437 En R3, hallar el complemento ortogonal de:
(a) El eje y.

(b) El plano coordenado zz.

(c) El plano de ecuacién xy — xo + 323 = 0.

(d) La recta de ecuacién x = A\(2,1, —4).

Ejercicio 4.437  Dar una base de S*.
(a) S={x R/ — 322+ 24 = 22 — 34 = 0}
(b) S=((1,~1,2,1),(1,0,~1,2),(~1,~1,4,-3))

Ejercicio 4447 Sea S = ((1,-1,1,0,0),(0,2,0,1, —1)). Hallar una base de
St, y dar un sistema de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones sea el subespacio

Ejercicio 4.457  Hallar el punto @ del plano 5z — 3y + z = 0, que estd méds
préximo al punto P = (1, —2,4). Calcular la distancia del punto P al plano.

4.3. Ejercicios surtidos

Ejercicio 417 Seallel plano que contiene a los puntos (2, —1,—4), (6,5,4)
y (5,3,2). (Es II un subespacio de R3?

Ejercicio 427 SeanS= ((=1,2,1),(1,0,3)) y P = (p1,p2,p3) € R®; jqué condi-
ciones debe cumplir P para que W = S + P sea un subespacio?

Ejercicio 437 SeaL C R? la recta X = A(1,—1,1). Determinar ecuaciones
de tres subespacios distintos de dimensién 2: S;, Sy v S3 en R3 tales que S; N
S2 NSz = L. Calcular S NSz, S1 NSz y S2 N Ss.

Ejercicio 447 Dados los subespacios de R*: S = {x € R /21 —wo—a3+24 =
0} v Sz =((~1,0,0,1),(-2,-1,2,3), (3,2, —4,-5))

(a) Determinar T =Sy NSy

(b) Determinar un subespacio W C R* tal que: (0,1, —1,0) € Wy W@ T = R

Ejercicio 487 Sean en R? los subespacios S = {x € R3 /a1 — 20 + 23 =
T1+20 =0}y T = {x € R® /21 — 23 = 21 + 22 + 3 = 0}. Hallar un subespacio
W C R3 tal que: TQWyWEBS:]RS.
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Ejercicio 4.6 Secan en R2*2 los subespacios:

11+ T12 + w1 — 3w = 0

Siizn+riztra =0y Sz:{l,n T omm = 0

Hallar S5 C S, tal que S; @ S3 = R?*2,

Ejercicio 477 Sean en R* los subespacios: S = ((2,0,1,1),(2,-1,0,)) y
T={x€R/z; —29+24 = T2 — 223 + 24 = 0}. Hallar todos los valores reales
de X para los cuales es SN'T # {0}. Para esos valores de A , hallar una base de
SNT.

Ejercicio 4.87 Se sabe que B = {w1,Ws, w3} es una base de R* y que las
coordenadas de los vectores (1,—1,1), (1,—1,0) y (1,0,1) en la base B son,
respectivamente, (1,2,1), (0,1,—1) y (1,0, 1). Hallar la base B.

Ejercicio 497 Hallar una base B de R? en la cual el vector (1,-1,2) tenga
coordenadas (1,1, —1) y el vector (1,1, —1) tenga coordenadas (1, —1,2).

Ejercicio 4.107  Sabiendo que C' = {vy, v, v3} es linealmente independiente,
determinar todos los A € R para que D = {Avy + Vg, AVi +Ava + V3, Avi + Vo +
Avs} sea linealmente independiente.

Ejercicio 4177 Sean C = {vi,v2,v3} linealmente independiente y T =
(Avi — 2vy 4+ v3,2vy + Ava + Avg, 2vq + Avy). Determinar todos los valores
de A € R para los cuales es dim T = 2.

Ejercicio 4177 Sea B = {v1, V2, V3, va} base de un espacio vectorial V. Sean
S=(vi—v3+ vy, va—vy+va)y T=(va+vsvi+vs).

(a) Determinar una base de S+ T y una base SN T.
(b) Hallar un subespacio W C V tal que W& (SNT) = V.

Ejercicio 4137 Sea B = {v1,v2,v3} base de un espacio vectorial V.
Probar que B’ = {2v; + v3,v1 + Va2 — V3, vi — Vo + v3} es una base de V y
encontrar las coordenadas de los vectores de B en la base B'.

2 20
Ejercicio 4.147 Sean A= [ —1 -1 0 | yS={X eR*>*!/AX = X}.
2 11

(a) Probar que S es un subespacio.

(b) Hallar una base de R3*! que contenga a una base de S.
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Ejercicio 4.1537 DadoS = <( é (1) > s ( é 1 >>, determinar el conjunto

T de todas las matrices X € R?*? que verifican XS = SX VS €S. (Es T un
subespacio? En caso afirmativo hallar su dimensién.

Ejercicio 4.187 Dado el plano II que contiene a los puntos A = (2,0, 1),
B = (0,1,1), C = (2,2,1) verificar que II es un subespacio de R® y hallar un
subespacio S tal que IT @S = R?.

Ejercicio 4.177  Hallar un base de SN T.

1 0 -1 1 10 -1 0 0
T:<02—1,100,0—11>

11 0 1 00 0 0 1
S={A € R /ajy —ax = ai2 + aze — 3azs = a1; — az — azz = 0}.

Ejercicio 4187 SeaT = {A € R?*? / ay; +2a92 = 3ai2+az = 0}. Encontrar
un subespacio § € R*? tal que S+ T=R>?y SNT = <( —?s —1 >>

Ejercicio 4.197 Sea A € R3*3 una matriz inversible. Probar que u,v,w €
R3*1 son linealmente independientes si y sélo si Au, Av, Aw son linealmente
independientes en R3*1.

Ejercicio 4.20) SeaS= {X eR¥™L JAX = AtX}y A=

oS = =N
|
|
—-
oo o

(a) Hallar una base de S.
(b) Definir un subespacio T C R**! que satisfaga S @ T = R***.

Ejercicio 4.217  Hallar el punto @ de la recta de ecuacién x = t(—2,4,1), que
estd mas préximo al punto P = (4,1, —8).

Ejercicio 4.22) SeanS = {xeR/zy—a34+24 =0}, T={x € R /21424 =
xz3 =0}y v=(0,2,0,-1).

(a) Probar que T C S.

(b) Encontrar el elemento s € S que estd mds préximo a v.

(c) Encontrar el elemento t € T que estd mds préximo a v.

(d) (Cuadl de los dos, s 6 t, estd més préximo a v?

Ejercicio 4.237 Seans = ((-1,1,2,1),(-1,2,1,0)) y v = (3,1,1,0).
Hallar una base B = {v1,v2} de S* tal que v = 3v + 2vs.

Practica 5

Transformaciones lineales

5.1. Definiciones y propiedades

Sean V 'y W espacios vectoriales sobre R. Una transformacion lineal f :V —
W es una funcién que satisface las siguientes dos propiedades:

» SiueVyveV, flu+v)=f(u)+ f(v).
= SikeRyueV, f(ku) = kf(u).

Son transformaciones lineales:

= La funcién nula 0 : V. — W dada por 0(v) = 0, para todo v € V.
= La funcién identidad id : V — V, dada por id(v) = v, para todo v € V.

Propiedades: Cualquier transformacion lineal f : V — W satisface:

= f(0)=0

= f(—v) = —f(v) para todo v € V.

n f(v—w)=f(v)— f(w) para todo vy w € V.

= flavi+...+a,vy) = a1 f(vi)+...4+a,f(vy,) para todo a; € R, v; € V.

Notacién: Si f:V—-W,SCV, TcCW,weW, notamos:
= f(S)={weW/w=f(s), cons €S}
MW ={veV/[(v)=w}
= UM ={veV/f(v)eT}

Propiedades:

= Si S es subespacio de V, entonces f(S) es subespacio de W.

= Si T es subespacio de W, entonces f~1(T) es subespacio de V.

60
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Teorema: Si{vi,vy, -+, v,} esunabasedeV,y wy, wa, -, W, son vectores
(no necesariamente distintos) en W, entonces hay una tdnica transformacion
lineal f:V — W tal que f(v1) =wi, f(v2) =Wwa, ..., f(Vn) = Wy

Este teorema nos dice que una transformacién lineal estd completamente
determinada por los valores que toma en una base.

Notacién: Si f:V — W es una transformacion lineal, llamamos:

» niicleo de f al conjunto Nu f = {v eV / f(v) =0}.

» ¢magen de f al conjunto Im f ={w e W /w = f(v), con v e V}.
Observacién: Im f = f(V).
Propiedades: Si f:V — W es una transformacién lineal, entonces:

= Nu f es un subespacio de V.
= Im f es un subespacio de W.

» Si{vy,...,v,} es un conjunto de generadores de V, entonces {f(v1), ...,
f(vy)} es un conjunto de generadores de Im f.

» Si{f(v1),...,f(v,)} es linealmente independiente, entonces {vy,---,v,}
es linealmente independiente.

Definicién: Decimos que una transformacién lineal f: V — W es:
= monomorfismo si es inyectiva, esto es, si verifica f(v) = f(w) = v =w.
= epimorfismo si es suryectiva, esto es, si Im f = W.
= jsomorfismo si es biyectiva, es decir, si es monomorfismo y epimorfismo.
Propiedades: Si f:V — W es una transformacion lineal, entonces:

= f es monomorfismo < Nu f = {0}.

» Si f es monomorfismo y {vi,...,v,} es linealmente independiente, en-
tonces {f(v1),..., f(v,)} es linealmente independiente.
» f es isomorfismo si y sélo si: “Si {vi,...,v,} es base de V, entonces

{f(v1),..., f(vn)} es base de W”.

Teorema de la dimensién: Si f : V — W es una transformacién lineal,
entonces
dimV = dim Nu f + dimIm f
Propiedades:
= Sif:V—-Wyg:W— U son transformaciones lineales, la composicién
go f:V—U,dada por (go f)(v) = g(f(v)), es transformacién lineal.
= Sif:V — W es isomorfismo, la funcién inversa f~' : W — V, que cumple
fof l=idwy f'of=idy, es isomorfismo.
Sif:V—>Wyg:W — U son isomorfismos, (g o f) es isomorfismo y

verifica:

(gof)=fog "
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Definicién: Una transformacion lineal p : V — V es un proyector si pop = p.
Propiedades: Sip:V — V es un proyector, entonces

= V=Nup®Imp
= Para todo v € Imp, p(v) =v

Dada la transformacién lineal f : R" — R™, existe un unica matriz A €
R™*™ tal que f puede escribirse en la forma

1

frasea =a| 7|6 560 = ax.

Tn

Esta matriz A tal que f(x) = Ax se denomina matriz de la trasformacion
lineal f, y escribimos A = M(f).

Propiedad: Las columnas de M(f) son un conjunto de generadores de Im f.

Definicién: Si A € R™*™, el rango columna de A es la dimensién del sube-
spacio generado por las columnas de A; el rango fila de A es la dimensién del
subespacio generado por las filas de A.

Teorema: Si A € R™*", entonces rango fila de A = rango columna de A.
Esta igualdad nos permite hablar de rango de A, que notamos rg A.

Propiedad: dimIm f =rgM(f).

Teorema: Si A€ R™*", la dimensién del subespacio de soluciones de Ax = 0
esn—rgA.

Definicién: Sean B = {v1,...,v,} base de un espacio vectorial V de dimen-
sion ny B’ ={wi,...,w,,} base de un espacio vectorial W de dimensién m.

Si f:V — W es una transformacién lineal y f(v;) = ayjwi + ...+ GmjWm,
1 < j < n, lamamos matriz asociada a f en las bases B y B’ a la matriz de
mxn:

a a2 A1n

azr a2 azn
Mgpp (f) = .

Am1 Qm2  --- Qmp

Notar que en la columna j de Mpp/(f) estdn las coordenadas de f(v;) en
base B’.

La matriz Mpp/(f) es tal que siv eV, Mpp/(f)(v) = (f(V))B'-
Observacién: Si f:R" — R™ y E y E’ son las respectivas bases canénicas,
Mpp/(f) = M(f).

Notacién: Si W =V y B’ = B, escribimos Mg(f) en lugar de Mpp/(f).




PRACTICA 5. TRANSFORMACIONES LINEALES 63

Propiedad: rgMpp (f) = dimIm f; de esto se deduce que el rango de una
matriz asociada a una transformacién lineal no depende de las bases elegidas.

Propiedad: (matriz de la composicidn)

Sean U, V y W espacios vectoriales, y sean B, B’ y B” bases de U, Vy W
respectivamente. Si f : U — Vy g:V — W son transformaciones lineales, se
tiene:

Mpp(go f) = Mp s (9)Mpp(f)

Propiedad: Si f:V — W es un isomorfismo, y B 'y B’ son bases de V.y W
respectivamente,
Mpp(f~') = (Mpp ()"

Definicién: Si By B’ son dos bases del espacio vectorial V, llamamos matriz
de cambio de base de B a B', a la matriz Cpp = Mpp/(id).

Propiedad: Cpip = (Cpp/)~t

Propiedad: Si f:V — V es transformacién lineal y By B’ son bases de V,
Mp(f) = CpMp(f)Cp'5

0, en virtud de la propiedad anterior,

Mgy (f) = (Cps) *Mp(f)Cps

5.2. Ejercicios

Ejercicio 5.17 Determinar cuiles de las siguientes funciones son transforma-
ciones lineales (t.1.):

(a) f:R?* > R?, fa1,22) = (0,21)

(b) f:R? > R?, f(z1,22) = (201 — 5,21 + a2)

(c) f:R? = R3, f(w1,22) = (1 + 32,22, 21)

(d) f:R2 =R, f(z1,29) = 21.72

r1 X1+ T2
(e) [:R*> = R¥?, f(a1,15) = 0 —Ta
—T 0

(f) f:R¥>2 SR, f(A) = det(A)
(g) f:R*=R, f(x)=v-x,conv=(21,-3)
(h) f:R® = R4 f(x)=A-x, con A€ R>3

Ejercicio 5.2 Interpretar geométricamente las t.1. f: R? — R2.

(a) f(21,22) = (21,0) () flar,22) = (21, —22)
(d) f(z1,22) = (0,22) (@) fz1,22) = (22,71)
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Ejercicio 5.37  Decidir si existe una t.L f que satisface las condiciones dadas;
en caso afirmativo, si es tnica, encontrar la expresién de f(x).

(a) f:R2=R2 £(2,1) = (1,2), f(~1,0) = (1,1)
(

)
b) f:R*—R? f(1,3) =(0,0,1), f(3,1) = (0,0,2)
(¢) f:R® = R2, f(1,2,1) = (2,0), f(~1,0,1) = (1,3), f(0,2,2) = (3,3)
(d) f:R®—R3,

£(0,1,1) = (1,2,3), f(-1,2,1) = (=1,0,1), f(—1,3,2) = (0,2,3)
(e) f:R>—=R3 f(1,1,1) = (1,0,0), f(1,1,0) = (2,4,0), £(1,0,0) = (1,2,0)

Ejercicio 5.2)

(a) Sea f:R3 — R?la t.l. definida por f(z1,%2,73) = (21 — T2, T2 +23) y sean
v=(23),S={(121),T={x €R?/ 3z — 222 = 0}. Describir f(S) ,
FHw) v fHD).

(b) Sea f:R3*3 — R2*2 definida por

o o )< (e o)
az1  as2 ass sl 2
y sean
1 00 0 0 1
S:< 00O0],[ 00O >;
001 00 0

T = {(ai;) €R¥® [ an — a1z = az = 0}
Describir f(S) y f~(T).

Ejercicio 5.57 Sea f: R2 — R? la t.1. definida por
f(x1,22) = (=321 + 22,621 — 222).

(a) ;Cuéles de los siguientes vectores pertenecen a Nu f?
(5,15) (3,4 (L1)  (0,0)

(b) ;Cuadles de los siguientes vectores pertenecen a Im f?
(1,-2)  (-6,12)  (5,0) (0,0

(¢) Mostrar 4 vectores que pertenezcan a Im f.

(d) Mostrar 4 vectores que pertenezcan a Nu f.

Ejercicio 5.6) Hallar bases de Nu f y de Im f en cada caso.

(a) f:R® =R, f(z1,x9,23) = (21,0,0)
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(0 fRI RS,
f(w1, 20,23, 24) = (T2 + T3 + T4, 71 — T3 + T4, 3T1 + 272 — T3 + 5xg)
. . an arn apr  ap+axe
(d) f:R>2 - R>2 f az1 a2 + aze
a1 a az

Ejercicio 577 Decidir cuiles de las transformaciones lineales del ejercicio
anterior son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 5.87 Sca f: R?*2 — R2*2 |a transformacién lineal definida por
f(X) = AX; en cada caso determinar si f es isomorfismo y si A es inversible.

oa(31) wae(37)
Ejercicio 5.9) En caso caso definir una t.1. que verifique:

(a) f:R3 >R tal que Nuf ={x€R3/ =z — 3z + 25 =0}

(b) f:R? — R? tal que Nu f = ((1,3)), Im f = ((0,1))

(c) f:R>— R2tal que (1,0,3) € Nufy f es epimorfismo.

(d) f:R* - R?* tal que Nu f =Im f = {(2,5,—1,0),(0,0,0,1))

(e) f:R?**2 = R? no nula, tal que I € Nu f y f no es epimorfismo.

(f) fRE-Ritalque Nuf ={x€R* /oy +xo =23 ; 21 +73 =124}

(g) f:R*— R3 tal que Nuf +Img = R%, donde g : R? — R* estd dada por
g(z1,22) = (z1 + 22,0, 21 — T2, 1 + T2).

Ejercicio 5.10) Calcular dim Nu f y dimIm f en los siguientes casos:

(a) f:R3— R® monomorfismo.

(b) f:R® — R5 epimorfismo.

(¢) f:R® =R f(x)=x.

(d) f:R23 S R3<Z f(X) = 0.

(e) f:R*— R* tal que ((1,2,3,4),(—1,2,1,0)) C Nuf y (1,0,—1,0) € Im f.

Ejercicio 5.1T7 Sean f:R3 — R2 y g: R? — R3 dadas por: f(z1,2s,23) =
(1 — x3,21 + 22), g(x1,22) = (T1,T2,21 + 22). Calcular go f : R — R3 y
fog:R? - R?

Ejercicio 5127 Sean f iR = Ry g:R3 — R3 las transformaciones
lineales tales que: f(1,1,1) = (=1,1,0), f(1,1,0) = (0,1,1), f(1,0,0) = (1,0,1),
g(@1, @2, 23) = (w1 + 2 + 23,71 + T2 — 3,71 + T2)

(a) Calcular h=gofyt=fog.

(b) Determinar nicleo e imagen de f, g, h y t.
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Ejercicio 5.137  Calcular las inversas de los siguientes isomorfismos:

(a) f:R2—>R?  f(x1,22) = (z1 + 222,371 — 512)

(b) f:R? = R? f(x1,22) = (21 + T2, 71 — o)

(c) f:R® = R® f(x1,72,23) = (v1 + T2,71 — 3,71 + T2 + T3)
(d) f:RP® S R>2 f(A)= Al

(e) f:R¥? = RY  f(ay) = (a1 — a1z, a11 + a12, a2, az1)

Ejercicio 5.14) Sean S = {xeRY /oy —wo =301 + a0 =24}, T={x €
R* / 221 = x3 + 24} Definir una transformacién lineal f : R? — R?* tal que se
verifique simultdneamente: Nuf =Sy Nufo f=T.

Ejercicio 5.157 Interpretar geométricamente y decidir si es fo f = f.
(a) f:R® = R? f(a1,22) = (21,0)

(b) [:R* = R?, far,a2) = (—z1,22)

(c) f:R® = R®, f(x1,22,23) = (x1,22,0)

Ejercicio 5.167

(a) Definir un proyector p : R? — R2? tal que Nup = ((—1,1)) e Imp = ((1,1)).
Interpretar geométricamente.

(b) Definir un proyector p : R? — R? tal que Nup = ((1,—2)). ;Es tnico?
Interpretar geométricamente.

Ejercicio 5.17)  Escribir la matriz de cada una de las siguientes t.1. e indicar
a qué espacio de matrices pertenece.

(a) f(z1,22) = (321 — 22, 22)

(b) g(@1,22,23) = (21 + T2 — Sas, x2 + T3)

(c) h(z1,m2) = (x1 + 29,221 + 29, 71 + 322)

3 1 2
Ejercicio 5.1§T Si la matriz de f : R3 — R3 es M(f) = 2 -1
0 1 -1

(a) Calcular f(1,2,0), f(0,0,0), (5,7,2).
(b) Hallar bases de Nu f e Im f.

Ejercicio 5.197  Escribir la matriz M(f) en cada caso:
(a) f:R® — R*lat.l tal que f(1,0,0) = (2,—1,0,1), f(0,1,0) = (2,1,3,0),
£(0,0,1) = (0,—4,-2,6)

(b) f : R® — R? la t.l. tal que f(2,0,0) = (4,2,2), f(0,3,0) = (1,1,1),
£(0,0,3) = (0,-1,0)
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Ejercicio 5.200 En cada caso hallar Mgpp (f)

(a) f:R? = R® f(z1,22) = (3x1 4 22,2w1 — 39,31 + 72), B = E, base
canénica de R?; B’ = E’, base canénica de R?

(b) [:R? =R f(x1,22) = (221 — @2, 22),
B={(-1,0),(0,1)}, B"={(1,1),(0,1)}

(c) f:R3 > R? f(z1,m,03) = (¥1 — T2, 21 + T2 + T3),
B={(1,-1,2),(0,2,-1),(0,0, 1)}, B'={(2,1),(1,-1)}

(d) f:R* = R®  f(xy,29,23,74) = (1 — T3, 274, T2 + 73),
B ={(1,-1,2,0),(0,2,-1,1),(0,0,2,1),(0,0,0,-1)}, B'=E

Ejercicio 5.217 Sean B = {vi,va} y B’ = {wy,wy} bases de R?, y sea
f:R? - R? la t.l. tal que Mpp/(f) = ( ; _i ) Hallar Mp»p/(f) donde
B" = {vi +va,vi — va}.

Ejercicio 5.2 Sea f o R¥*2 — R?X2 Ja t.1. definida por f(X) = AX con

A= ( 3 - ) Caleular M(f).

Ejercicio 5.237  Sean S1 ¥ Sy subespacios de R? tales que dimS; = 1, dim Sy =
2y Sy @ Se = R3. Demostrar que si f: R — R? es una t.1. tal que f(S;) =Sy
v f(S2) =Sz y B = {vi,v2,v3} es una base de R? tal que {v;} es base de S;
y {v2,vs} es base de Sy, entonces

0 0 b
Mgp(f) = b ¢ cona#Oy‘d é # 0.
d e

o o2

Ejercicio 5.247 Sean B = {(0,0,2),(0,1,-1),(2,1,0)}, B’ ={(1,0,0,0),
(1,1,1,0),(1,-1,0,1),(0,1,1, 1)} y £ : R? — R* tal que

11 -1
-1 0 2
Mpp(f) = 12 0
01 1
(a) Calcular f(0,2,—1).
(b) Hallar una base de Im f y una base de Nu f.
5 -1
Ejercicio 5.25) Sea f : R? — R3 tal que Mpp(f)=| -1 0 |, con
3 1

B = {(-1,0),(1,-1)} y B = {(2,1,0), (1,0, ~1),(0, -2, 3)}. Definir g : R* —
R? tal que Nug = Im f y hallar Mp'p(g).
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Ejercicio 5.26] Sea f : R? — R? una transformacién lineal que cumple
f? = f, f no es idénticamente nula y f es distinta de la identidad; probar que
10

existe una base B de R? tal que Mp(f) = ( 00 )

Ejercicio 5.27)  Sea f:R* — R3 una transformacién lineal que en las bases
B ={v1,va,v3,vs} y B' = {wy,wo, w3} tiene matriz

131 0
Mpp(f)=| 2 21 1
-1 11 -1
(a) Calcular: f(0), f(vi —2v3), f(vs + v4)
(b) Dar bases de Nu f e Im f.
(c) Calcular f~1(wy).

Ejercicio 5.287 Sea B = {v1,v2,v3} base de R?, y f: R? — R? la transfor-

2 3 -1
macién lineal tal que Mp(f) = | —1 5 =5 |. Determinar si f es isomor-
11 1

fismo.

Ejercicio 5.207 Sea B = {v1,va2,v3} base de R® | y B’ = {w1, w2, W3, Wy}
base de R*. Sea f : R? — R* la transformacién lineal tal que

1 -2 1
-1 11
M (f) = 1 -3 3
-2 1 4

Hallar base de Nu f y de Im f.

Ejercicio 5.30) Sea B = {V1,Va,v3} base de R®, y sea f : R® — R?* la

1 3 2
transformacion lineal tal que Mp(f)=| -1 2 3
2 1 -1

Hallar todos los a € R para los cuales 2a?v| + 2vy + 3avs € Im f.

Ejercicio 5.31) Sean B = {v1,vo,v3} v B’ = {wi, w2, w3} bases de R>.
0 3

1

Sea f:R3 — R3 tal que Mpp/(f)=| 1 -1 0 | y C = {z1,22,23}, con
0 2 1

z) = 2V] — Vo, Zo = Vi + 2V3, 23 = V| + Vo — V3.

(a) Probar que C es base de R3.

(b) Hallar Mcp (f)-
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Ejercicio 5.327  Sean las transformaciones lineales
fiR? = R, f(1,02) = (21 — w2, 1 + 212);

g: R — R2, tal que M(g) = 71 g é Y
10
h:R? - R3 tal que M(h)=| —1 0
2 2

(a) Hallar M(goh), M(hog)y M(ho f).

(b) Hallar Mg (ho f), M p(fog) y Mu(goh) con B = {(1,-1),(1,2)} y
B'={(1,1,-1),(1,-1,0), (—1,0,0)}.

Ejercicio 5.337 Sea f:R> = R*la t.l. dada por:
2 1 -2 4 1
M(f) = 0
- 3 -1 -3 6 1
1 6 -1 20
(a) Hallar una base By para Nu f y encontrar un conjunto Bs de vectores de
R® tal que B = By |J B es una base de R°.

(b) Probar que los transformados de los vectores de By por f, son linealmente
independientes y extender este conjunto a una base B de R%.

(c) Calcular Mpp/(f)-

Ejercicio 5.34) Sea B = {V1,v2,v3} una base de R?, y sea f : R® — R? la
transformacion lineal tal que

02 —1
Mp(f)=| 0 0 —1
00 0

(a) Calcular (fo f)(3vy)y (fo f)(vi—2vs)
(b) Hallar dimNu(f o f) y dimIm(f o f).

Ejercicio 5.357 Sea f : R? — R? la transformacién lineal dada por f(z1,z2) =
(w1 + 332,271 — 32). Sin calcular f~1, hallar:

(a) M(f7).

(b) Mpp(f~") con B={(1,1),(2,1)} y B’ = {(-1,2).(0, )}.
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1 2 0

Ejercicio 5.36) Sea f:R® > R3talque M(f) = [ 1 1 -2 | ysea
0 -1 -1

B={(1,0,2),(0,1,1),(2,1,0)}.

(a) Hallar Mpg(f) y Mp(f). (b) Hallar Mpg(f~1).
1 4 -5
Ejercicio 5.377 Sea f:V =V tal que Mp(f) = 2 1 0 | ysean
0 3 1

B = {vi,va,v3} y B' = {—vi + v2 — v3,v] + 2v3,va} bases de V. Hallar
Mpp(f), Mpp/(f), Mp:(f)-

2 1 -1
Ejercicio 5.387 Sean f:V—=Vtalque Mp(f)= 1 0 3 |yg:V—
20 0

V tal que Mp:(g) = | — ,con B = {vi,va, vz} y B = {v3,vo +

o = w
RO
—=— o

V3, V1 + Vo + vz} bases de V.

(a) Hallar Mpp:(g f) y Mpn(go ).
(b) Hallar Mpp/(g71).

5.3. Ejercicios surtidos

Ejercicio 5.17 Sean en R? : S1=((1,1,1,1),(-1,0,1,1),(1,2,3,3)) y Sz =
((1,2,0,1),(—1,1,4,2)). Definir, si es posible, una t.I. f : R* — R* tal que:

Nuf=8;, Imf=8; y fof=f

Ejercicio 5.27 Sea f:R! — R3 lat.l
f(w1, 22,73, 24) = (T1 + X3 — T4, 71 + T2 + T4, 221 + T2 + T3).
Hallar una t.1. g : R? — R?%, no nula, que satisfaga simultdneamente:
fog=0gsygof=0gs (Ogs y Ogs son las t.I. nulas de R y R?)

Ejercicio 5.37 Sea g: R — R la tl g(21,72,73) = (21 — 22,73, —71 +
T3, 21).

a) Definir, si es posible, una t.l. f: R* — R* tal que:
( ) p s q
f#0, fog=0y Nuf+Imf=R*

(b) Expresar (1,1,-2,3) =v+w,conveNufywelmf
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Ejercicio 547 SeaS= {xeR* /a1 +22=0,23 — 24 = 0,21 — 22 +24 = 0}.
Determinar un t.1. f : R* — R* tal que:

ScNufnImfy f(1,0,1,0) = (1,0,1,0).

Ejercicio 5.57 Hallar un proyector p : R* — R* tal que
Nup={x€R' /wg+ a4 =1 —23 =0}

y larecta L de la ecuacién X = A(1,0,—1,0)+(0,0,0,1) estd contenida en Im p.

Ejercicio 5.67 Scan f:R?2 S5 RYy g:R? — R* las t.]. definidas por
f(z1,22) = (z2, 71 + 22,21, 21)
g(z1,22) = (0,0, 21 — w2, 21 + x2).

(a) Probar que Im f & Img = R%.

(b) Determinar, si es posible, un transformacién lineal h : R* — R? tal que se
verifique simultdneamente: h o f = idpz, y h o g = idp2

Ejercicio 577 Sea f: R — R definida por f(z1,29,73) = (3,21 + 29, 73)
y sea P = (21/2,7,/2). Calcular la distancia de P a la imagen de f.

Ejercicio 5.87 Sea Vun espacio vectorial de dimensién 3y B = {vy,va,v3}
una base de V. Sea f: V — V una t.l. tal que:
f(vi)=vi—=va—vy; f(va) =ava+vs; f(vs) =vi+vatavs

Determinar todos los valores de a para los cuales f no es monomorfismo.
Para cada uno de ellos calcular el niicleo de f.

1 k
Ejercicio 5.9 Sea f : R? — R definida por f(x)=Ax,conA=| 2 0
1 —k

Encontrar todos los valores de k para los cuales f es un monomorfismo.

Ejercicio 5.107 Sea B = {(1,-1,0),(1,1,1),(0,1,1)} y f : R? — R? tal que

0 -2 2
Mes(f)=| 2 2 -2
-1 -3 3

(a) Probar que S = {x € R? / f(x) = 2x} es un subespacio de R3.
(b) Probar que R® =S & Nu f.
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1 0 2
Ejercicio 5.1T7 Sea f : R* — R? tal que Mpp/(f) = 1 2 0
1 -1 -1

con B = {(1,1,1)(0,1,-1), (0,0,~1)} y B = {(1,~1,0),(0.0,1), (0,1.2)}. 8
S = {x € R® / 221 — x5 + baz = 0}, hallar un subespacio T de R? tal que
R} =T f(S)

01 -1
Ejercicio 5.127  Sean f:V—=Vtal que Mpp/(f)=] -2 0 2
-1 0 1

B ={vi,v2,v3} y B’ = {vi+2v3,vo — v3,2v| + vo + v3} bases V.
(a) Hallar Mp(f).

(b) Demostrar que Im f = (5vy + 6va, —3va + 5v3).

Ejercicio 5.137 Sea f : R* — R? una t.l. que satisface: f o f = Ops;
£(1,0,0,0) = (1,2,2,-1); £(0,1,0,0) = (0,—1,1,0). Calcular M(f).

Ejercicio 5.147 Sca f:R? — R3 una t.l. tal que fo fo f=0y fo f #0.

0 0 0
Probar que existe una base B de R3 tal que Mp(f)=| 1 0 0
010

Ejercicio 5.157  Sean f:R? - R3yg:R® = R2tl ysean By B bases de
R? y R? respectivamente, tales que Mpp/(go f) = ( ; (1) _é ) y Mp(f) =
1 3 0
01 -1
1 2 0
(a) Probar que f es isomorfismo.

(b) Hallar Mpp(g).

Ejercicio 5.167 Sean B = {v1,v2,v3} base de Vy B = {wy,wy, w3} base
de W. Sean f:V—>Vyg:V—Wtl tales que:
01 — 2 1
Mp(f)=| 2 1 1 |yMem()=|1 0 o0
21 1 2 1 -1
(a) Calcular go f(2vy + vy — 3vy).
(b) Hallar una base de Nu(g o f).
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Ejercicio 5.17)  Secan S1 = {x € R* / 221 —wo+x3—24 = 0; 21 —323+24 = 0};
Se = {x eR* /2 —wy—z3+ a4 = 0} Ty = ((1,0,1),(0,1,1)); Ty =
((2,1,3),(0,0,1)). Hallar una t.1. f : R* — R3 que verifique simultdneamente:
f(S1) C Ty; f(S2) C Ty; dimNu f = 1. Justificar.
Ejercicio 5.187 Sea f:R* = R* la transformacién lineal

f(@1, 22,23, 24) = (¥2 — T4, =21 + D2 + T3, —21 + T3 + T4, T2 — Ta)

Definir una t.1. g : R* — R* tal que Img = Nu f y Nug = Im f.

-2 1 0
Ejercicio 5.187 Sea f: R® — B3 una t.l tal que M(f) = | =5 1 k&
8 k2

Determinar todos los valores de k € R para los cuales se verifica simultdnea-
mente: Nu f # {0} y Nu f C Im f.

e . ) 2wy —aa w3 —24=0 o
Ejercicio 5.200 SeanS: w1 — 3w + 14 = 0 yH: {23:1 zo—x4 = 0.

Hallar una t.1. f : R* — R? que verifique: f(S) C S; Im f = H; Nu(fo f) =

1 -1 0
Ejercicio 5217 Sea f:R® — R3 tal que Mpp/(f) = 0 2 1 | con
1 0 a

B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B' = {(1, 1,1), (0 1 1) (0,0,1)}. Hallar todos
los valores de a para los cuales f(1,2,1) = (0,1, —

Ejercicio 5.227 Definir una t.1. f : R* — R* que verifique: Im f = {x €
R* /@1 435 — x4 = 0}; Nuf = ((1,0,1,0)); f* = f; f(1,0,0,1) # (1,0,0,1).

Ejercicio 5.237  Definir una t.L. f:R* = RYtalque: Nuf =Im fy f(3,2,1,—-1) =

£(=1,2,0,1) # 0.
-1 3 5
Ejercicio 5.247 Sea f:R? — R? la t.l. tal que M(f) = 02 -1
00 -2
2 0 0
Hallar una base B de R? tal que Mp(f)=| 4 -1 0
1 -1 -2

Ejercicio 5.257 Definir una t.1. f:R* = R* que verifique simultdneamente:

L Nufnlmf=(1,1,1,1)) ur (3,1,2,2) ¢ Im f + Nu f
. (1,5,1,0) € Im f

Practica 6

Niumeros Complejos y
Polinomios

6.1. Definiciones y propiedades

Parte 1: Nuumeros complejos
El conjunto C de los miimeros complejos es:
C= {z:a+bi/a7bER;i2:71}.
Si z € C, la representacién a + bi se llama forma bindmica de z.

= La parte real de z es a: Rez = a.

= La parte imaginaria de z es b: Imz = b.
Si z,w € C, entonces:

z=w<< Rez=Rewe Imz=Imw
Siz=a+biy w=c+ dison dos nimeros complejos, entonces:

= Susumaes: z+w = (a+c)+ (b+d)i
= Su producto es: zw = (ac — bd) + (ad + bc)i

Notacién:
—b)i=a—bi a+0i=a 0+ bi=bi

Si z € C, z = a+ bi, llamaremos conjugado de z a Z = a — bi; y llamaremos
mddulo de z al nimero real no negativo |z| = va? + b2.
Observaciones:
w22 =27
z

nSiz#0,271 = EE

Propiedades: (conjugado)

74
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nZ=2z = Siz#0,271 = ()"

=2 tw=Z+W = 2+Z=2Rez

“ZW=Z W v z—z=2(Imz)i

Propiedades: (mddulo)

=052 =0 " [z =] -]
B -1 — -1
v |zw| = |z |w] = SizA0= 27 =z
. z ]
=] S 0:>|7‘:—
. 2 =2l *StwA0= |01 = )

SizeC,z=a+bi,z # 0, llamaremos argumento de z al inico nimero real
arg z que verifica simultdneamente:

a b
0<argz <2m; cosargz:ﬂ; senargzzﬂ.
z z
Si z € C, la representacién z = |z|(cosargz + isenargz) se llama forma

trigonométrica de z.
Siz = p(cosa+isena) y w = 7(cos +isenf), con p,7 >0y a,B €R,
entonces:

z=w<& p=r1 (es decir |z| = |w|) y @ = B + 2kn para algin k € Z

Teorema de De Moivre: Sean z,w € C, z # 0, w # 0. Si z = |z|(cos v +
isenca) y w = |w|(cos B + isen 3) entonces:

zw = |z||w|(cos (o + B) + isen (a + 3))

Corolario:
270 = |27 (cos (—a) +isen (—a))
Z = |z]-(cos(—a)+isen(—w))
% = % - (cos(a — B) +isen(a — 3))
2" = |z|" - (cos(na) +isen(na)) neZ

Siw € C, w # 0, una raiz n-ésima de w es un ntimero z € C tal que 2" = w.

Propiedad: Si z es una raiz n-ésima de w entonces:

z= \wll/" <cos argw + Zkn +isen argw + 2k7r>
n

para algin entero k tal que 0 <k <n —1.

Siz €C, z = |z|(cosa + sen ), la notacidn exponencial de z es

ia

z=|zle

Propiedades: Sia,feR

. ol = gl — pia

8 — i(atB)

ia g

e
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Parte 2: Polinomios
En lo que sigue K significa Q, R 6 C
Un polinomio con coeficientes en K es una expresion de la forma
n
P(x) = apz® + ayz' + ...+ apz" = Zajz] conn € Ny ya; € K.
j=0

Indicamos K[X] = {P / P es polinomio con coeficientes en K}, y consider-
amos en K[X] las operaciones de suma y producto usuales.

Definicién: Si P # 0, P(z) = apz® + a17 + ... + a,2" y a, # 0, definimos
gradode P=gr P=n

Observacién: El Polinomio nulo no tiene grado.

Propiedades: si P #0,Q # 0,

= gr (PQ)=gr P+gr@Q
= gr (P + Q) < max{gr P,gr Q} (si P+Q #0).

Dados P € K[X],2 € K, P(z) = >J7_a;2’ llamaremos especializacion de
P en z al ntimero

n
P(z) = Za]zj
j=0
Sea P € K[X],z € K. Diremos que z es raiz de P si P(z) = 0.

Algoritmo de la divisién: Dados P,Q € K[X],Q # 0, existen tnicos S, R €
K[X] tales que: P=QS+Rcon R=06gr R<gr Q.

Se dice que Q divide a P (o que P es divisible por Q) y se nota Q|P, si el
resto de la divisién de P por @ es el polinomio nulo, esto es, si P = QS con
S e K[X].

Algunos resultados importantes

Teorema del Resto: Si P € K[X]y z € K, el resto de la divisién de P por
(x — z) es igual a P(z).

Corolario: Sea P € K[X]y z € K; z es raiz de P si y s6lo si (z — 2)|P

Teorema: Si P € K[z] y ay,az,...,a, € K son raices de P con a; # a; si
i # j, entonces P(x) = (x —ay1)(z — az) ... (z — a,)Q(z) con Q € K[X].

Corolario: Si P es un polinomio de grado n entonces P tiene a lo sumo n
raices.

p€Z,qeNy (p,q)=1) es una raiz de P, entonces plag y g|an.

Teorema de Gauss: Sea P € Z[X], P(x) = }7_ a2’ con ap # 0. Si £ (con
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Teorema fundamental del algebra: Si P € C[X]ygr P > 1, existe z € C
tal que z es raiz de P.

Teorema: Sea P € R[X], y sea z € C. Si z es raiz de P = Z es raiz de P.

Si P(z) = Y}_yaja’ € K[X], lamaremos polinomio derivado de P a:

n n—1
OP(z) = Zja]zj*1 = Z G+ 1)(7«j+11j
j=1 Jj=0
Propiedades:
n J(P+Q)=0P+0Q w O(kz®) =0

« A(P.Q) = (9P).Q + P.OQ
Notacién: Designamos 8™ P = 9(d™~VP) =9(d(...(dP)...))
m veces

Si P € K[X], diremos que z € C es raiz de multiplicidad k de P (k € N) si
P(z) = (v — 2)*Q(x) con Q € C[X] y Q(z) # 0.

Teorema: Sea P € R[X], y sea z € C; z es raiz de multiplicidad k de P siy
s6lo si P(z) = OP(z) = 3?°P(z) = ... = 8%~ VP(z) =0y 9F P(2) £ 0
Polinomio interpolador de Lagrange

Sean ag, a1, ..., an, a; € K a; # a; sii # j, y sean b, by, ..., b, arbitrarios,
b; € K. Existe un tnico polinomio L € K[X], con L = 06 gr L < n, que satisface
L(a;) = b; para i =0,1,...,n. Se trata del polinomio:

n

n
L(z) = Zb,Li(z) donde Li(z)= 2
=0
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6.2. Ejercicios
Parte 1: Ntumeros complejos
Ejercicio 6.17 Dar la forma binémica de cada uno de los complejos:
(a) 2= (3—1) + (4 +5i) (b) 2= (VE+i)(VB—i)

(¢) 2= (34 2i)(3— i) + (3+2i)
Ejercicio 6.27 Dar la forma binémica del complejo z en cada caso:

(a) z=(1+2i)(1 —2i)~! () 2= (1+1) 7 +(V2+V20) +(—2+51)
(b) z=(1+14)(2+ 3i)(3 + 2i)

Ejercicio 6.37 Calcular |z| en los siguientes casos:

(a) z=(V2+1i)+ (3v2 — 3i) (e) z=[[1+i| +i| +i

(b) z=(1+ai)(1 —ai)~! [a €R] oo . N s
(c) 2 = (30)! (f) z=(1+i)(1—20)(3—1)
(d) z=|1—i|+i (g) z=3(1+3i)1°

Ejercicio 6.4) Dar la forma binémica de %:

(a) z=1—1d|+i (d) z= (14 3i)(1 - 31)
(b) z =1 +il+i +i
(¢) z=(1-2i)(2—1) (e) z=(2+45i) + (3 —2i) + (1 — 34)

Ejercicio 6.5 Representar en el plano todos los z € C tales que:

(a) 2| =3 (b) 2] <2 (c) 2=%

Ejercicio 6.6

(a) Sizgp = —1+i, representar en el plano B ={z € C / |z — 29| < 2}

(b) Si zp = —1,wp = 3 + 1, representar en el plano B = {z € C / |z — 2| <
2 — wol)

() SiA={2€C/ Rez<1,Imz<3}yB={z€C/|z—(1+3i)| =5}
representar graficamente C'= AN B.

Ejercicio 6.7)  Escribir en forma binémica todos los complejos z € C tales
que:
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(a) 22=1-4V3i (¢) 22=5—2iz
(b) 22 =16+ 14/3i (d) 224224+3=0

Ejercicio 6.87 Encontrar todos los z € C tales que su conjugado coincide con
su cuadrado.

Ejercicio 6.97

(a) Escribir los siguientes complejos en forma binémica:

I z=2(cosm +isenm) 1L z = (cos 27 + isen 27)

_ .3 Fsom 3 _ Tt icon T
1.z = 3(cos 57 + isen 5m) V. z = 2(cos {m + isen 1)

(b) Escribir los siguientes en forma trigonométrica:

. 2=5 VAZ:\/ng\/gi

I oz=—7 VI 2 =3—+/3i
L. z =15; VIL z = —3(cos 0 + isen 0)
v.oz=—3i VL z = 3(cos 5 —isen})

Ejercicio 6.107 Representar en el plano complejo:

(a) A={z€C/ argz=0}
(b) B={z€C/ir<argz < 3nm}
. Cuales de los nimeros complejos del Ejercicio 9 pertenecen a B?

() C={2€C/|z|=5y0<argz < Zr}

Ejercicio 6.117

(a) En el grifico dado ubicar los nimeros complejos:

L] w
¢ z
i V2, V2
Lz 111, (T + TZ) z
L. fw v. (? + ?z) w
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(b) Graficar iA ={z € C / z =1w, con w € A}

Ejercicio 6.127
(a) Escribir la forma trigonométrica z = (1 + z)(? - 1i).

2
(b) Escribir la forma binémica z = (—3v/3 + 3i)'®

Ejercicio 6.137 Encontrar todas las rafces n-ésimas de w para:

(a) n=3;w=1 () n=4;w=-1—+/3i
(b)y n=5;w=-3

Ejercicio 6.147 Determinar todos los z € C tales que 28 =

V3+i
Ejercicio 6.157

(a) Hallar todas las raices sextas de (1 +1).

(b) ;Existe una rafz sexta de (1 + ) cuyo conjugado sea también raiz sexta de
(1414)?
(c) Hallar el producto de todas las raices sextas de 1+ i.

Ejercicio 6.167 Encontrar todos los z € C que satisfacen:

(a) 2% =iz% (d) 2*+271=0

(b) 210 = —4z10 (e) 2% +9iz%|z| =0
s

(c) 2°=2z=0 () 34:(%*1'@)

Ejercicio 6.177

(a) Calcular e, i3, 2¢7'", eism.

(b) Expresar en forma exponencial la raices quintas de (—1).
(c) Probar que Vt € R vale

it 4 it it — e—it
cost = —— |, sent = ————
2 2
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Parte 2: Polinomios

Ejercicio 6.187  Efectuar PQ, 3P + Q y P? — @Q; indicar el grado de cada
polinomio hallado para:

(a) P(X)=2z+1, Q(z) =a>+3z—2

(b) P(X)=32+2—1,Q(z) = —92> -3z +6

(¢) P(X)=2%-3,Q(z) = —2%+222 + 1

Ejercicio 6.197 Encontrar, si existen, a, by ¢ en R tales que:

(a) 3z —2=a(a?+ 2 +3) +b(z? — 2+ 1) + c(z® - 3)
(b) (2z —1)(z +1) = az? + b(z + 1)(z + 3)

Ejercicio 6.207

(a) Determinar a € R tal que:
1. Si P(z) = az® — 3aa? 4 2, sea P(2) = 3.
1. Si P(z) = 2%+ 322 + a, P tenga a cero como raiz.
L Si P(z) =az?+az+3,sea P(-1)=3ygr P=2.
(b) Determinar en cada caso a, by ¢ en R para que:
1. P(z) = az®+br + c tenga a 1 y —1 por raices.

I P(z)=2?+2bx+ay Q(z)=az® — b tengan a 2 como raiz comtn.

Ejercicio 6.217

(a) Sabiendo que P(3) =1y P(—2) = 3, hallar el resto de la divisién de P por
(z—3)(z+2).

(b) Calcular el resto de la divisién de P(z) = 2" — 22"~ 42 por 22 +x (n € N).

(c) Los restos de dividir a P(z) por (z+2), (x —3)y (x+ 1) son 3, 7y 13
respectivamente. Calcular el resto de la divisién de P(z) por (z + 2)(z —
3)(x+1)

d) Calcular el resto de la divisién de P(z) = (cosa + zsena)™ por 22 + 1.
(

Ejercicio 6.227 Determinar las raices de los siguientes polinomios:

(a) Pz)=a?+iz+1 (¢) P(z) =a%+2z+i
(b) P(z) =%+ (1—i)z+1 (d) P(x) =ia® -1

Ejercicio 6.237 Hallar todas las raices de los siguientes polinomios:
(a) P(z)=3z®+ 2%+ 122 +4

(b) P(z) = %13 + 222 + %x -7

(¢) P(z) =a*+22° — 922 — 18z
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Ejercicio 6.24) Dado P(x) = z® — 2 encontrar

(a) Todas sus raices racionales. (¢) Todas sus raices complejas.

(b) Todas sus raices reales.

Ejercicio 6.257 Dado P(z) = 22 — 62° + T2? + az + a, determinar a € R
sabiendo que (1 + ) es raiz de P y hallar las restantes raices de P.

Ejercicio 6.267 Escribir 2 + 1 como producto de polinomios irreducibles en
C[X] y en R[X].

Ejercicio 6.277  Determinar la multiplicidad de o como raiz de P.

(a) P(z)= (22— 1)(z —1)3@°-1); a=1
(b) P(z) =a'+32%+122% a=0
(¢) Plx)=a*—a®—Ba+6, a=2
(d) P(z)=(*+1)(2*+1)(2®+1i); a=i

Ejercicio 6.287 Hallar todas las raices del polinomio P y escribirlo como
producto de polinomios de grado 1.

(a) P(z) = 2° — 62 + 1023 + 422 — 24x + 16, y se sabe que P tiene una raiz
triple.
(b) P(z) = 423 + 8v/32? + 15z + 3v/3, y se sabe que P tiene una raiz doble.

Ejercicio 6.207
(a) Hallar P € R[X], de grado minimo, que tenga a 1/2 como raiz simple, a
(1 +14) como rafz doble y que verifique que P(0) = —2.

(b) Hallar todos los polinomios P con coeficientes reales, de grado 3, que tengan
a (—2) como rafz doble y que verifiquen P(1) = P(—1).

Ejercicio 6.307 Sca P € R[X]y Q(z) = 23 — 22% + z. Hallar el resto de la
divisién de P por @Q sabiendo que: P(0) = —1; P(1) = 3; 0P(1) = —3.

Ejercicio 6.317  Sabiendo que Q(z) = 8lz* — 1y P(z) = 92 +272% — 822 +
3z — 1 tienen alguna raiz comin, encontrar todas las raices de P.




PRACTICA 6. NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS 83

Ejercicio 6.327 Sea P(z) = 22° — 522 + 42 + 1, y sean a, b y ¢ sus raices.
Calcular: a +b+c, abe, a® +b? +c?y 2 + 1 4+ 1.

Ejercicio 6.337
(a) Calcular la suma de las raices séptimas de la unidad.

(b) Calcular el producto de las raices séptimas de la unidad.

Ejercicio 6.347
(a) Sea P(z) = 32 — 222 + 2 + @, a € R. Encontrar o para que la suma de dos
de las raices de P sea igual a —1.

(b) Sea P(z) = x* +2x% + 7z + a. Encontrar a de manera que una de las raices
de P sea igual a la opuesta de otra.

(c) Sea P(z) = 32% + 22 — 22 + «. Encontrar v de manera que las raices y, 2,
w de P verifiquen y = z + w.

Ejercicio 6.357

(a) Encontrar un polinomio P, de grado a lo sumo 3, que satisfaga P(1) = 1;

P(0)=-1; P(2)=2; P(-1)=0

(b) Encontrar la ecuacién de una pardbola que pase por Py, P, y P3, donde
Pr=(-11); P, =(0,1); Py = (2,-2)

(¢) Encontrar un polinomio de grado 4 que satisfaga: P(—1) = —1; P(0) = 1;
P(1)=4

6.3. Ejercicios Surtidos
Ejercicio 6.1V Hallar todos los z € C tales que:

(a) 2% =3izz (b) (1+V3i)2% =22

Ejercicio 6.27 Seaze C, z # 1, tal que |2| = 1. Verificar que Im(i1£2) = 0.

1-z

Ejercicio 6.37 Seawe C, w # 1, tal que w® = 1.
(a) Probar que 1, w y w? son las raices cibicas de 1.
(b) Probar que (1 + 11}2)2 =w?.

(¢) Caleular (1 —w)(1 —w?)(1 —w*)(1 —w?).

Ejercicio 6.4 Calcular 220 para todos los z € C tales que (iz)3 = z.
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Ejercicio 6.57 Sean P(z) = 324 + 2% — 622 + 7 + 1 y Q(z) = 2® + az + 1.
Determinar el valor de a sabiendo que el resto de dividir P por @ es R(z) =
2z — 1.

Ejercicio 6.67 Hallar un polinomio P € R[X], de grado minimo, que verifique
P(1+14) =0; —1 es raiz doble de P; Im(P(i)) = 28.

Ejercicio 6.7 Sea P(z) = (2® — az? — a%z + 1)(22 — a?). Hallar a para que
—1 sea raiz doble de P.

Ejercicio 6.87 Sean P(z) = 2% + 2% — 72% — 8z — 8 y Q(z) = 2° — 1. Se sabe
que Py @ tienen al menos una raiz comun. Hallar todas las raices de P en C.

Ejercicio 6.97 Sea A = {z € C / z es raiz ctibica de —27 y z ¢ R} Hallar
todos los P € R[X] de grado 5, que verifique simultdneamente:
- sus unicas raices son —2 y los elementos de A.

- todas sus raices reales son simples.

.Cuél de los polinomios encontrados cumple la condicién P(—1) = 97

Ejercicio 6.107 Encontrar todas las raices de P(z) = 92*+62°+1022+6z+1,
y escribir a P como producto de polinomios de grado 1.

Ejercicio 6.1T7 Hallar un polinomio P de grado minimo, con coeficientes
reales, que verifique simultdneamente:

- las soluciones de z? = 5% son raices de P.

- P tiene alguna raiz doble.

- P(1)=31

Ejercicio 6.127 Encontrar todas las raices de P(z) = 2° + 2* + 2% + 227 —
12z — 8, sabiendo que tiene alguna raiz imaginaria pura.

Ejercicio 6.137 Si P(z) = (1 — 2)(1 — az)(1 — a2z)(1 — o’2)(1 — atz) y
a® = 1, escribir a P en la forma P(z) = ag + a17 + as2® + azz® + agz* + asz®

Ejercicio 6.147 Sea P(z) = 2% + (1 — )22 + (24 i)z + V2i y 21, 22, 23 sus
raices complejas. Encontrar un polinomio cuyas unicas raices sean: z1, Zz, 23, ©
y —i.

Ejercicio 6.157  Se sabe que P(z) = 2* — 42% — 22 + 8z — 2 tiene dos raices
que son una inversa de la otra. Escribir a P como producto de dos polinomios
con coeficientes reales y de grado positivo.




Practica 7

Autovalores y Autovectores

7.1. Definiciones y propiedades

Sea A € R™"™. Un vector v € R, v # 0, es un autovector de A (o vector
propio), si existe A € R tal que Av = Av. El niimero A se llama autovalor de A
(o valor propio).

Si Av = Av, diremos que v es un autovector de A asociado al autovalor \.

Sea f:V — V una transformacién lineal. Un vector v € V, v # 0, es un
autovector de f asociado al autovalor \, si f(v) = Av.

El conjunto Sy = {v € V/ f(v) = Av} es el subespacio asociado al autovalor

A

Sea f : R™ — R™ una transformacién lineal. Si v es un autovector de f
asociado al autovalor A, y A = M(f), entonces v es un autovector de A asociado
al mismo autovalor A, pues

Av = f(v) = Av.

Propiedad: )\ es autovalor de A si y sélo si la matriz A — A\ no es inversible,
o sea, siy s6lo si det(A — \I) = 0.

El polinomio P(\) = det(A — AI) se llama polinomio caracteristico de A, y
su grado es n.

Propiedad: Sea A € R™*™. Sivy,..., Vv, son autovectores de A asociados a los
autovalores Ay, ..., \, respectivamente, y A; # A; Vi # j, entonces {vi,...,v,}

es un conjunto linealmente independiente.

La transformacién lineal f: V — V se dice diagonalizable si existe una base
B de V tal que Mp(f) es diagonal.

Propiedad: Si f:V — V es una transformacién lineal y B es una base de V
formada por autovectores de f, entonces Mp(f) es diagonal.

Propiedad: Si dimV = n y f tiene n autovalores distintos, entonces f es
diagonalizable.
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Propiedad: Si By B’ sondosbasesde V,y f:V— V es una transformacién
lineal, entonces las matrices Mp(f) y Mp/(f) tienen los mismos autovalores.

Una matriz A € R™*" se dice diagonalizable si existe una matriz D € R"*™
y una matriz inversible C' € R™*™, tales que:

A=CDC™L.
Propiedad: Una matriz A € R"*" es diagonalizable si y sélo si tiene n au-
tovectores linealmente independientes, vy,...,vy.
En este caso C es la matriz cuyas columnas son vy,...,v,, ¥
A e e 0
D= o ,
0 n

donde \; es el autovalor asociado a v;.

7.2. Ejercicios

Ejercicio 717 Para cada matriz calcular todos los autovalores y para cada
uno de ellos hallar el subespacio asociado.

w(ad) (i) o)

42
(b)(33> 2 3 -1 12 41
2 -1 © | -1 1 4 @0 -5 —4
(°)<74 2) ‘ 12 -1 “lo s 7

Ejercicio )

(a) Hallar todos los valores de k € R para los cuales la matriz A tiene a 1 como

autovalor.
0 0 -3
A= 1 0 -1
k1 -1

(b) Para los valores de k hallados, calcular todos los autovalores de A.
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Ejercicio 7.37 Ejercicio 7.8 Sea P(X) el polinomio caracteristico de A. Calcular P(A).
) 3 -11 3 —4 2 0 -1
(a) Sea f:R3* — R? la t.l. cuya matriz en la base canénica es ( 0 -5 0 (a) A= < 92 _3 ) M A=(o0 -1 9
0 72 1 0 1
3 0 0
Encontrar una base B de R® para la cual sea Mp(f)=| 0 -5 0 ) . 00 -3
0 02 Ejercicio 7.87 Si f: R® — R? verifica Mg(f) = 1 0 -1 |, hallar
2 2 4 —2 1 -1
(b) Sea f:R3 — R3 la t.l. definida por M(f) = 0 4 0 |.Hallar una todos los valores reales de a para los cuales f(S) =S, siendo S = ((a + 3,02 —
-6 -2 8 4.1)).
4 00
S 3 Hara la cual sea M —
bose 7 de B para o cua sea Mal]) 8 3 g Ejercicio 7.107  Sea f:R3 = R3 latl dada por

f(@1, w2, x3) = (471 + 4x2 + 423, 531 + T2 + 1023, —621 — T29 — 1073)

tercici - . . . R3 3 )

Ejercicio 7.47 Sean B 75 {(07 1, 187 0,1,1);(0,0,1)} y f : R® — R? la t.1. Encontrar una base B de R? tal que:
definida por Mp(f) = 3 1 —1 |.Encontrar una base B’ de R? tal que 2 1 0

-10 3 Mp(f)={0 2 0
Mp/(f) sea diagonal. 00 -3
Ejercicio 737 SeaB= {(1,-1,0);(0,0,1); (—3,2,1)} y [ : R® — R? tal que 7.3. EjeI‘CiCiOS surtidos

-3 2 9
Mpge(f) = 4 4 -9 |.Decidirsi f es diagonalizable. En caso afirmativo, 00 2
2 0 —6 Ejercicio 737 Se sabe que la matriz A = -1 0 —1 | tiene un auto-

encontrar una base B’ tal que Mp/ (f) sea diagonal. ko3 -1

valor igual a —2. Decidir si la matriz A es diagonalizable.

Ejercicio 7.87  Determinar si la matriz A es diagonalizable; en caso afirmativo

2.0 0
. rices — -1 5 dis < B .
encontrar matrices C'y D tales que A = CDC™! y D es diagonal. Ejercicio 757 Sea F iR RS la tl tal que M(f) = 35 —6
35 1 -1 1 33
(a) A= 31 @ A= -1 11 Hallar una base B de R®, B = {(—1,1,0),v2,v3} tal que Mp(f) sea diagonal.
1 -1 4 -1 -13
(b)y A= 3 2 -1 4 6 6 Ejercicio 737 Sea {Vv1,V2,v3} una base del espacio vectorial Vy f:V —V
2 1 -1 (e) A= 1 3 2 la t.1. definida por: f(vq1) = —vi — 2va; f(v2) = vi + 2vy; f(v3) = 2v3. Hallar
1 -2 4 -1 -5 —2 una base de autovectores de f.
(¢ A= 3 -4 6
5 =59 Ejercicio 740 Sea B = {v1,va,v3} base de R® y f : R® — R3 tal que
300
Ejercicio 77 Mg(f) = 0 2 0 |. Hallar los autovalores y autovectores de f. ;Es f
-1 0 2
(a) Dada A — ( -3 523 )7 caleular A, diagonalizable?
b) Dada A — (2) g i aleular A10 Ejercicio 757 Sea f iR = R3, f(x1,20,73) = (=221 + 273, —T21 — 322 +
(b) Dada A = 2 4 3 » cateular : x3,axy + 4xs). Determinar a sabiendo que f no es isomorfismo, y decidir si

existe una base B de R? tal que Mp(f) sea diagonal.




PRACTICA 7. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 89

Ejercicio 7.67 Sea fiR3 = R3latl f(x1,20,23) = (271 + 22 — 73,372 +
223, —x3). Hallar una base B de R® tal que Mp(f~!) sea diagonal.

Ejercicio 777 Sean S = {x € R / 3z +ag —a3+4ay =0} y T =
((1,1,0,-1), (=1,0,1,0)). Hallar una t.1. f : R* — R* tal que sus autovalores
sean 3, =2y 0; Im f =T y Nuf CS.

Ejercicio 7.8) Sean B = {(0,1,1),(1/2,-1/2,0), (0,0, —1)} una base de R?
3 2 2

yf:RP = R3latl tal que Mgg = [ 4 0 —2 |. Hallar una base B’ tal
5 2 1

que Mp/(f) sea diagonal.

Ejercicio 7.9Y Sean B = {vi,va,v3} y B’ ={vi+va,vs3, vy — v} bases de

1 10
R¥y f:R3 — R3 tal que Mpp/(f) = 0 0 2 |.Hallar los autovalores
1 -1 0

de f y decidir si f es diagonalizable.

Ejercicio 7.107 Sean B = {(0,0,1),(1,0,0), (0,1,0)}; B’ = {(0,0, —
1
(-1,-1,-1),(3,2,1)} v f : R® > R3 la t.1. tal que Mpp (f) = | 0
0

Hallar los autovalores de f o f.

Ejercicio 7.117 Sea B = {(1,0,-1),(0,2,1),(=1,3,2)} v f : R = R3 la

0 2 a
t.1. tal que Mp(f)=|[ 0 b 2 |.Encontrar a y b para que f(—1,—1,0) =
1 0 1

(—1,—-1,0). Para los valores hallados, jes f diagonalizable?

8

Programa

Algebra C.B.C. para Ciencias Exactas e Ingenieria.

Unidad 17 Algebra vectorial
Puntos en el espacio n-dimensional — Vectores — Producto escalar — Norma
Rectas y planos — Producto vectorial.

Unidad 27 Espacios vectoriales

Definicién — Propiedades — Subespacios — Independencia lineal — Combi-
nacién lineal — Sistemas de generadores — Bases — Dimensién — Suma e
interseccién de subespacios — Suma directa — Espacios con producto interno.

Unidad 37 Matrices y determinantes

Espacios de matrices — Suma y producto de matrices — Ecuaciones lineales —
Eliminacién de Gauss-Jordan — Rango — Teorema de Roché-Frobenius — De-
terminantes — Propiedades — Determinante de un producto — Determinantes
e inversas.

Unidad 47 Transformaciones lineales

Definicién — Nicleo e imagen — Monomorfismos, epimorfismos, isomorfismos
Composicién de transformaciones lineales Transformaciones lineales in-

versas.

Unidad 57 Ntimeros complejos y polinomios

Numeros complejos — Operaciones — Forma binémica y trigonométrica —
Teorema de De Moivre — Resolucién de ecuaciones — Polinomios — Grado de
un polinomio — Operaciones con polinomios — Raices — Teorema del resto
Descomposicién factorial — Teorema fundamental del dlgebra — Férmulas de
interpolacién de Lagrange.
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Unidad 67 Transformaciones lineales y matrices
Matriz de una transformacién lineal Matriz de la composicién Matriz
inversa — Cambios de bases.

Unidad 7V Autovalores y autovectores
Vectores y valores propios — Polinomio caracteristico — Aplicaciones — Sube-
spacios invariantes — Diagonalizacién.
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